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ЗЕ РЕЖЕТ: AV) BI ЕА НА 6 КАРИН 
院 数 学 系 的 教学 计划 之 内 ， 这 是 可 以 理解 的 ， 因 为 集 论 与 函数 论 
为 现代 每 一 个 博学 的 数学 家 的 数学 教育 的 基础 但 是 ， 若 在 研究 
理论 材料 的 同时 还 掌握 这 门 科学 的 方法 ， 换 句 话 说 ， 学 习 一 种 理 
论 , 能 够 应 用 此 理论 中 所 讲述 的 方法 去 独立 地 解决 问题 .证 明 简单 
的 定理 或 构造 出 例子 , 只 有 在 这 种 情况 下 , 才 可 能 是 充分 有 效 地 通 
院 这 个 基础 ， 

可 惜 , 在 现 有 关于 函数 论 的 参考 文献 中 ,有 大 量 供 自己 作为 练 
习 材 料 的 书籍 还 是 很 少 的 ， 在 本 国 的 和 翻译 过 来 的 文献 中 仅 可 指 
出 几 本 包含 有 关于 集 论 与 函数 论 方面 的 一 系列 有 趣 的 练习 题 的 
书 一 一 这 类 教科 书 为 ，H. П. 那 汤 松 ¢ 实 变 函 数论 >，1957, П.С. 
亚历山大 罗 夫 和 A. H. 柯 尔 莫 果 罗 夫 < 实 变 函 数论 导 引 1>, 1938, H. 
I. 马 卡 罗 夫 4 实 变 函 数论 >, 1962，TT,EE, 希 洛 夫 《数学 分 析 特 别 教 
程 >, 1962, 同样 的 书籍 还 有 哈 尔 莫 什 k 测 度 论 ?, 所 列举 的 这 些 书 中 
的 一 些 练习 题 已 包含 于 现在 这 本 选集 之 中 ， 

本 书 所 栽 有 的 许多 习题 和 例子 ， 具 有 最 基础 的 学 习 使 用 的 性 
质 ， 它 们 适应 于 师范 学 院 与 综合 大 学 数学 专业 学 生 学 习 实 变 函 数 
论 课程 大 纲 的 基础 部 分 ， 但 是 除了 基础 的 习题 以 外 ， 选 集 也 包含 
有 一 系列 难度 较 大 的 习题 ; 这 些 习 题 的 解答 需要 学 员 具 有 一 定 的 
机 智和 数学 研究 的 某 些 实际 经 验 ， 这些 较 难 的 习题 (或 与 一 般 题 
日 结合 的 候 环 习题 ) 可 作为 专门 的 讨论 班 或 小 组 使 用 的 材料 , 它们 
也 可 指定 作为 研究 的 课题 


现在 对 本 书 作 几 点 说 明 : 

а) 由 于 不 同 的 教 本 使 用 不 同 的 术语 和 不 同 的 记号 , 作者 在 每 
一 蔓 开 头 给 出 基本 定义 和 记号 的 摘要 ， 也 给 出 一 些 假定 是 已 知 的 
且 需 要 根据 它们 去 解答 习题 的 有 关 定 理 的 叙述 ， 

6) 本 书 分 为 两 部 分 ， 集 的 全 部 理论 ， 从 一 - 般 理 论 ( 关 于 集 的 
运算 , 一 一 对 应 与 势 的 问题 ) 开 始 , 到 勒 伯 格 (Lebesgue) 的 测度 理 
论 结束 , 全 部 包含 在 第 一 部 分 内 。 第 二 部 分 叙述 函数 理论 , 从 有 关 
集 映 射 的 一 般 问 题 开始 ， 到 欧 氏 (Euclid ) 空 间 中 的 勒 伯 格 积分 理 
论 结束 . 

в) 集 论 的 折 朴 问题 (极限 点 , 收敛 性 ， 开 集 与 闭 集 ) 是 在 任意 
的 度量 空间 内 来 考虑 的 、 这 些 回 题 的 有 关 叙 述 在 第 四 章 (〈k《 度 量 
空间 ?>) 内 先 提 出 来 。 然 后 在 第 五 章 给 出 要 利用 任意 度量 空间 中 基 。 
本 拓 朴 概念 的 习题 . 第 六 章 阐述 这 些 拓 朴 概念 对 欧 氏 空间 内 的 集 
(特别 是 对 直线 上 的 集 ) 的 应 用 ， 且 要 使 用 到 欧 氏 空间 中 集合 特征 
的 应 用 ， 对 于 仅 限 于 在 欧 氏 空间 中 讲述 集 理论 的 那些 高 等 学 校 ， 
第 四 章 以 及 第 五 ,六 章 的 一 切 带 星 号 的 习题 可 以 略 去 . 

最后， 作者 认为 向 提出 批评 意见 帮助 本 书 的 陈述 得 到 改善 的 
同志 们 表示 真 执 的 感谢 是 自己 恰 快 的 义务 ， 首 先 要 向 M. O. 波 克 
什 金 , И. Я. КЕ, И. II. 马 卡 罗 夫 , A. A. 弗 里 德 蒙 与 本 书 的 编 
辑 M. Л. 斯 摩尔 扬 斯 基 表 示 感 谢 . 
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第 一 部 分 


第 一 章 ”和 集 的 运算 


基本 的 定义 及 记号 

考 a 为 集 @4 的 元 , 则 记 为 ，a€4. 

# a 非 集 4 的 元 , 则 记 为 : ak4( 或 a& А). 

不 含 任何 元 的 集 称 为 空 集 , НО (或 A, 或 0) 来 表示 ， 

ЖА Во, 则 称 4 包含 于 B 内 或 4 含 于 B; 也 叫做 

B 包含 4 或 B 含 4 ( 记 为 4CB ВМА). 

若 АСВ X BCA, W|#k A SET BS A 5 B 31238. 

两 个 集 相 等 记 为 ， 4= В. 

£ 4CB， 则 称 集 4 为 集 8 的 子 集 ， 如 果 这 时 4 不 与 8 相等 (4 半 B)， 则 
称 4 为 集 B 的 真子 集 , 


ЕЯ 


1， 由 至 少 属于 4 与 也 两 个 集 之 一 的 一 切 元 所 组 成 的 集 称 为 集 4 与 集 万 
之 和 (或 并 ), 集 4 与 B 的 和 记 为 4UB (或 A+ B). 
由 至 少 属于 某 组 集 {40} 中 之 一 个 集 4 的 元 所 组 成 之 集 B 称 为 {44} 的 和 


(或 并 )， 集 之 和 记 为 : B= [] 4:08 В= > Ap. 
$ š 


2. HB TEA X BT B y МН W 2 Ë #k ЖА 5 B Хх 
(Й). жа»: АПВС А.В). 
车 4, B 两 个 集 之 交 为 空 集 ， 则 称 4, ВОХ, ` 


Q 或 称 集合 。( 译 者 注 ) 


` и ре ТЕЎГЕ ЈА -ded Fd Pa а ed ie ы Е н р йаа АЕ ЕА 1 `. т - 


由 同时 含 于 某 组 集 (А 之 一 切 集 A 的 一 切 元 组 成 之 集 B 称 为 这 组 集 
{4 的 交 (或 通 )， 集 之 交 记 为 B= Г] 4:( 或 B= Пао. 
š š 


和 与 区 具有 交换 性 与 结合 性 : 
AUB=BUA; АПВ=ВПА; 
AU(BUC)=(AUB)UC; AN(BNC)= (АПВ) С. 
此 外 ,分配 律 是 成 并 的 : 


АП] U в, |= U (AB): (1) 
š š 

4U| П в: |= Г] чево. (2) 
š Ё 


3， 由 仪 属于 集 4 而 不 属于 集 B 的 一 切 元 所 组 成 之 集 称 为 4 与 BB 两 个 集 
2. 21: 和 A\B( 或 4 一 B). 

4， 集 (4\B)UCB\4) 称 为 4 与 B 两 个 集 之 对 称 差 . 集 4 与 中 的 对 称 差 
0 АДВ: 

АЛАВ = (А\В)  (В\А). 

显然 . AAB= ВАДА. 

5. ЖАЖА, ЕН ЕР Л, —М sJ ЯЕ Ву (z. y) СН z€ E. 
УР) ТВОИ E УРУЗ 8@E HS F 236 Z ЕХЕ. 

特别 是 , 者 五 一 一 0Oxz 轴 上 任何 的 数 集 ， 而 F-——- O 轴 上 任何 的 数 集 , 则 
ЕХЕ 为 一 切 可 能 的 数 对 (x, У) ИЖ, НЕЕ, УЕР; 因为 数 对 可 视 为 
Оху 平面 上 的 点 ， 所 以 ZXF 可 当 作 平面 0zxy 上 这 样 的 一 切 点 (z， 幼 所 成 之 
集 , 其 中 z€ E, y€F. 

类 似 于 两 企 集 之 乘积 , 可 以 定义 任意 多 个 集 之 乘积 .特别 是 三 个 集 之 乘 
积 (其 中 的 一 个 集 ( 百 ) 位 于 0z НЕ, ВЛ (РЕ Oy 轴 上 , 第 三 个 (G) 在 02 
轴 上 ) 娟 XFxG， 其 元 为 一 切 可 能 的 三 数组 (x，y，z) (或 说 是 三 维 空间 Ozyz 
RJ (2, y, 2z) 也 一 样 ), 其 中 z€ E, УЕР, 268. 

6 考虑 一 序列 集 Е,, E,, … 之 乘积 . 

由 下 面前 等 式 | 


lim Е, = 站 UJ z. 


п=1 m= п 


即 На, = (Е, ЈЕ, ЈЕ, --) П (E,UE,UE,U:::) П 
. 2 ° 


(Y BY EY) YO U) 0 
所 定义 之 集 ПЕ, 称 为 序列 E,, Е», Е. -- :之 上 极限 . 
7， 由 下 面 的 等 式 


lim E, = | J [ | E, 
тр rn = ñ | 
1 limE,=(E ПЕ, ПЕ, Е.П) 0 (2, ПЕ, ПЕ, 1. *) Ú 
ОСЕ, ПЕ |.) ОСЕ 0) Ue | 
所 定义 之 集 limE, 称 为 序列 Е, Е, В, 0р, 
# fE 3 BE РНС B| — DJE FE R р, ИЕР. 
ВЕ УЕ ГРААЕШИЖЕ Z 2 RNE 称 为 集 如 (对 于 空间 及 ) 的 余 
я, 并 记 为 CE( 或 CsB, 车 我 们 希望 强调 是 对 空间 及 来 取 余 集 ), 即 是 说 
СЕ=В\Е (或 CaE=R\E). 
对 假 原理 . 对 于 任意 的 一 组 集 1Be}, 其 中 每 一 个 E: 含 于 空间 五 内 , Fl 


等 式 成 立 : | 
с( U Е,)= П СЕ,; с( П Е,)- [J ea.. 
š 


#7, УРА 与 有 两 个 集 ,对 个 原理 写 为 
cl4UB)=Cd4noB C(ADB)=CAUCB. 


= м 


1. HEB РЯ: 

а) ЛАСВЕШ АПВ =А М АЦВ=В; 
6) ЛАПВ=АЕЩ АСВ; 

в) JJ АЦВ=В ЕЦ АСВ. 

2. ПЕН: | 

а) AU (BNC)= (4UB)N (АЦО); 

б) АП(ВОС) = (АПВ) Ц (АПС). 

3， 证 明 包 含 式 : 

а) (АПС) ОВПО) с (А0В) П СОР); 


* . jÜ ° 


А _ 站 
TF ki я 


6) (BNO)N(PNA) C ANG; 

в) ANCC (ANT2 U (DNO). 

4. 证 明 等 式 : 

a) (A\B)\C= (ANO)N(BNC); 

б) (АВ) ИАС) Ч (С\А) U(AnR B nO)=AUBUC. 

5. А AAB=O 能 导出 4=BUC 加 ? 

6， 从 4=BUC 能 导出 A\B=C Fo 

7. 下 列 等 式 : а) A\(BUC)= (4\B)\C; 6) AU (ВАС) = 
(4UB)NO; в) (4AB)UC=(4UC)NB 是 否 正确? МЕ, 则 
有 怎样 的 包含 式 成 立 ? | 

8， 证 明 包 含 式 : 


LAN U B.C |] (АВ. 


举例 说 明 在 一 般 情形 下 , 2 RE 4 JK 3 38 А, 

9. 证明 

1) AAB=(AUB)\(ANB). 

2) АЛВ=(АПСВ)Ц(ВПСА). 

10， 设 4 一 一 已 给 集 ; 关于 另 一 集 一 XX 一 一 已 知 4 人 X=4, 
ЕЯ Х= 2. 

11. ЛЕВА: 

а) АДВАР) = (АДВ) Др; 

б) АП (BAD)= (АП B)A (AnD); 

в) АДА= G; 

г) АД = А. 

12， 证 明 包 合式 : 

(AUB)AFC(AAF)U(BAF). 

举例 说 明 在 一 般 情 形 下 , 这 里 不 成 并 等 式 ， 

. 4 °. . 


l S. МИА ле ABU EW Е: дверь МА аан у сре — nana as = s Т тт н : 


13， 证 明 等 式 : 

a) C(E NE,) =CE, UE,; 

б) СТО(СХ ЈУ) 0 (ХИОСУ) ]=7\Х; = 

в) (АПВ) Ц (АПОВ) (САП В) = АЦВ. 

14， 利 用 对 偶 原 理 , 简化 下 式 ; 

CLC(XUY) П (C XUCY)]1. 

15. 证 明 

16. 设 已 给 集 序列 А, В, А, В, А, B,…， 即 当 % 为 奇数 时 , Е, 
= А; 当 nn 为 偶数 时 , Е, = В, ВЕНЕ, =АПВ; ПЕ, = AUB. 

17. 1 {Е„} 一 一 两 两 互 不 相交 的 集 所 成 之 序列 , ПЕНЯ 

limE,=l1imE,= 2. 

18. ПЕВ lim E, хе п НАХ АВТ TE, РЕНА Р 
п 起 的 一 切 集 的 点 所 组 成 ， 证 明 па, 是 而 且 仅 是 属于 已 给 序列 
中 无 穷 多 个 集 的 点 所 组 成 . 

19. 证 明 把 序列 (E. 8 E B 改变 了 ， 无 论 limE, 8 
Но, 都 不 变化 . 

20， 若 集 序 列 单调 上 升 : E CE,CE,C--: НН FEE: ЕЕ, 
—E,2---, 则 其 上 极限 等 于 下 极限 : limE,—=limE,. 

\ 信 一 证 明 对 于 任何 集 序列 { 召 ,包含 式 成 立 : 


n E.Climp,Climk,C U Е,. 


РОЧ 使 得 包含 符号 中 任何 一 个 都 
不 能 改变 为 等 式 ， 

22. i A=lim E,, B=lim E,, 证 明 C4=lim СЕ,, 而 CB 
=~limCh,. 

23. ЕДУТ Е, Ра 下 列 等 式 成 立 : 


а) Ex (FUG)= (E> P) U(E x G); 

6) (РОС) xE= (Fx E) U(Gx B). 

24. 证 明 对 于 任意 的 集 加 ,了 , G 下列 等 式 成 立 : 

a) Ех (ЕТПЕ) = (Bx F) П (E x G); 

б) (РПО x E= (Fx E) (Gx E). 

25. #2. (Ах B) Г (C x D = (АПС) x ВПР) 正确 吗 ? 
26. А, (Ах В) U(Cx D) = (АЦО) х(ВОРЕЯ В: 


第 二 章 ”一 一 对 应 


车 对 于 集 4 的 每 一 个 元 4， 按 某 法 则 使 它 与 集 B 的 一 个 且 只 有 一 个 元 5 
对 应 , 并 且 集 4 中 相 异 的 元 对 应 集 吾 中 相 蜡 的 元 , 如 果 在 此 对 应 下 , 集 B 的 全 
部 元 都 被 利用 了 , 则 说 集 4 与 之 间 建 六 了 一 一 对 应 . 

例如 , 在 一 切 有 理 数 所 成 之 集 与 一 切 自 然 数 所 成 之 集 之 间 可 以 建立 起 一 
一 对 应 . 

若 在 某 个 集 加 与 一 切 自 然 数 记 成 之 集 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 , 则 说 集 Е 
的 元 可 用 自然 数 来 编号 . 

建立 已 知 两 个 集 之 间 的 一 一 对 应 ( 即 在 已 知 的 两 个 集 之 一 上 定义 一 个 函 
数 , 它 把 该 集 单 值 地 映射 到 另 一 个 已 知 集 上 ) 乃 是 本 章 的 课题 之 自 的 . 

在 我 们 将 要 研究 的 诸 集 之 中 ， 数 集 是 特别 重要 的 , 数 集 就 是 以 实数 为 元 
的 集 ， 我 们 列举 几 个 数 集 的 例子 : 1) 一 切实 数 的 集 〈( 数 轴 ( 一 00， 十 00))i 
2) 满足 不 等 式 x 之 a 的 一 切 数 z 所 成 之 集 (射线 [e， 十 ce)) 或 满足 不 等 式 
r>a 的 一 切 数 xz 所 成 之 集 ( 射 线 (ga, 十 co)); 类 似 定义 射线 (一 c0, oj 与 射线 
(— оо, а); 这 里 4 一 一 已 知 数 ; 3) 满足 不 等 式 аа В) 0) х= 2 
集 ( 称 为 闭 区 间 [a, 5])， 这 里 <8, а b 为 已 知 数 ; 4) 满足 不 等 式 a<z<b 
的 一 切 数 了 > 所 成 之 集 (БСА (а, b)); 5) 满足 不 等 式 во: 的 一 切 数 z 
СЕН Н (а, 5)) И ЛА «3:3 的 一 切 数 x 所 成 之 集 ( 半 
闲 区 间 (@, 5])。 

‚ 6 ° 


站 3 eh TE i еаеераоа a 


闭 区 间 , 开 区 间 以 及 半 闭 区 间 统 称 为 《线段 》， 

车 存在 这 样 的 数 5, 使 对 于 一 切 的 z€ E, 不 等 式 ，z 委 5 都 满足 , 则 称 数 集 
E ZJ) T E. 满足 这 个 条 件 的 数 ! 称 为 数 集 互 的 上 界 . 

ВЕ ЕВЕ, 其 上 界 不 止 一 个 , 而 有 无 穷 多 个 相 异 的 .E 界 。 非 空 且 阁 于 
上 的 集 之 最 小 上 界 称 为 该 集 的 上 确 界 .每 一 个 图 于 上 的 非 空 集 有 上 确 界 ,并 
且 是 惟一 的 ， 集 之 上 确 党 用 记号 sup ЖЖ. 

ЖЕҢЕР E, 则 按 定义 , АЖ: supE= + co. 

若 存 在 这 样 的 数 a, 使 对 一 切 z€E, 都 有 22а, ШИКЕ ЮВ ТЕТ. М 
足 这 个 条 件 的 数 a PR2 3KE BS F F. 和 集 刀 的 最 大 下 者 称 关 它 的 下 确 界 , 并 用 
ШЕЕ 来 表示 ， 牌 一 个 图 于 下 的 非 空 集 有 下 确 和 者 , 而且 是 惟一 的 ， 

若 集 非 轿 于 下 , 则 按 定义 , 认为 inf 如 一 一 cc， 

既 轩 于 上 又 畦 于 下 的 集 吾 称 为 有 界 集 ， 非 空 的 有 界 集 之 上 、 下 确 界 为 有 
限 数 (并 且 infB<supB)， 闭 区 间 ， 开 区 间 ， 半 闭 区 间 是 有 界 数 集 的 例子 2, 

除了 数 集 之 外 , 我 们 也 将 研究 平面 上 的 集 ， 即 平面 上 为 点 集 。 例子 : 1) 
平面 上 一 切 点 所 成 之 集 ; 2) 平面 上 坐标 满足 不 等 式 груза? 的 一 切 点 所 
ОНИ) 或 满足 不 等 式 22 —<at 的 一 切 点 所 成 之 集 ( 开 图 ) 等 等， 

此 外 , 我 们 将 研究 空间 的 集 ， 即 在 三 维 空间 内 的 集 ( 例 如 ， 球 面 一 一 距 某 
定点 (中心) 距离 相等 的 一 切 后 所 成 之 集 ). 

在 某 些 情况 下 ,为 了 建立 数 集 之 间 的 一 一 对 应 ， 利 用 小 数 来 表示 集中 的 
数 是 有 益 的 . 

车 正 数 @ 可 表 为 收敛 级 数 之 和 的 形式 : 

ИН 
其 中 р>1— Е ЖЖ, 4 一 一 非 负 整数 ， 而 ли, ns пут, … 一 一 从 0 到 2 一 1 
的 非 负 整数 , 则 说 数 a ЭД р 作 基 底 的 小 数 ( 或 了 进位 小 数 )。 这 可 用 下 
面 的 方法 来 写 出 : 
а= ÁA.n.n.nsn,' °° 


Аа 的 整数 部 分 nin, n, s —— ан par h 877. ЖА: 


Ф 除了 数 集 的 上 ,下 确 界 以 外 , 往往 必须 过 着 (单元 或 多 元 ) 函 数 的 上 、 下 确 界 . 
若 函数 f(z) 定 义 在 集 吾 上 , 则 对 记号 supf Са), inff《z) 应 理解 为 与 集中 自 变量 zx 的 
一 切 可 能 的 值 相应 的 函数 值 所 成 之 集 的 上 、 下 确 界 ， 若 f(s, y) УА E E BD 
二 元 函数 ,记号 sup ўба, у), С y) 有 相似 的 意义 ， 


个 下 标 对 开始 的 一 切 п, 都 等 于 零 , 则 小 数 称 为 有 限 的 , 相反 的 情况 一 一 无 尽 

对 于 给 定 的 p>1, 任何 正 数 & 可 表 为 p 进位 的 无 尽 小 数 , 并 且 每 一 个 数 
a 己 惟 一 的 p 进位 的 无 尽 小 数 对 应 ,反之 ,每 一 个 了 进位 的 无 尽 小 数 对 应 惧 
一 的 正 数 %， 并 且 某 此 有 理 数 ( 非 全 体 !) 除 了 可 分 解 为 无 尽 的 了 进位 小 数 外 ， 
也 可 分 解 为 有 限 的 2 进位 小 数 ， 例 如 , 当 了 = 10 时 


63 63 
T= 0. .63000.…( 有 限 小 数 ); 1770 0:629999-: (无尽 小 数 )， 


ВЕ УЕ Е ВЫ р РВВ рН, 
一 切 其 余 的 数 称 为 卫 进 位 无 理 数 ， 


以 ?一 10 为 基底 的 小 数 称 为 十 进位 小 数 ; 以 p= 2 为 基 展 的 一 一 二 进位 
小 数 ; 以 2=3 为 基底 的 一 一 三 进位 小 数 , 等 等 ， 
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27. 237—0 H SE В 2 ЖМ 与 一 切 正 偶数 记 成 之 集 @ Z 
间 的 一 一 对 应 . 

28， 建 立 一 切 明 然 数 所 成 之 集 Y 与 一 切 偶数 所 成 之 集 书 之 间 
的 一 一 对 应 . 

29， 建 立 线段 [0，1] 上 一 切 有 理 数 所 成 之 集 情 与 一 切 自 然 数 
所 成 之 集 入 之 间 的 一 一 对 应 . 

30， 建 并 一 切 正 有 理 数 所 成 之 集 与 一 切 自然 数 所 成 之 集 之 间 
的 一 一 对 应 . x 


з. К ут) ра Саа ==, a 


бо, "и, Въ #90) B.R. РЕЛЕ ЛЕЕ: 对 于 任意 的 
有 理 数 7 可 求 得 这 样 的 整数 k, ВЕ РО) = r? 

32， 求 团 区 间 [0, ПИ а, b ЈА 38 [8 pk 37. 

33， 求 开 区 间 (0,1) 到 整个 数 轴 上 的 单 值 映射 


入 Tm T. a. - 


34， 求 数 轴 到 开 区 间 (a, 5) 的 单 值 映 射 . 

35， 求 半 闭 区 间 [0, 1) 与 半 轴 [0, 十 co) 之 闻 的 一 一 对 应 . 

36， 建 立 闭 区 间 [L0, 1 НХ. 18] (0, 1) 的 单 值 映射 . 

37， 建 立 闭 区 间 [0, 1j 到 整个 数 轴 的 单 值 映 射 . 

38， 求 闭 区 间 [0, 1j 与 半 轴 -0, 十 co) 之 同 的 一 一 对 应 . 

39， 建 立 半 直 线 [0, 十 co) 与 天 区间 (ac, 蕊 之 间 的 一 一 对 应 . 

40， 将 半 直 线 [0, 十 ce) 单 值 地 了 映射 到 整个 数 隅 上 . 

41. 是 否 存在 将 闭 区 间 [a，8] 单 值 映射 到 整个 数 轴 上 的 连续 
РА 507 

42， 是 否 存 在 将 财 区 间 [e, АНЯ ЕР (с, d) ЕН 
Ев 

43， 是 否 存 在 将 闭 区 间 [a,?] 单 值 映 射 到 由 两 个 闭 区 间 [0, 11 
与 .3, 4 组 成 之 集 的 连续 函数 ? 

44， 建 立 单位 圆周 到 闭 区 间 L0, ПН. 

45， 建 立 平面 上 的 开 的 单位 圆 与 财 的 单位 圆 的 余 集 之 间 的 一 
一 对 应 . 

Е. ЗА Оху 上 满足 不 等 式 : 十 久生 1 的 这 种 点 M (х, 9) 
所 成 之 集 称 为 开 的 单位 图 ; 满足 关系 式 X? 十 # 志 1 的 扩 所 成 之 
Е МИЛ, 

46. 建立 开 的 单位 圆 与 闭 的 单位 图 之 辣 的 一 一 对 应 ， 

47， 求 闭 的 单位 圆 与 开 的 单位 贺 之 余 集 之 同 的 一 一 对 应 ， 

48， 求 闭 单位 圆 与 其 余 集 之 间 的 一 一 对 应 ， 

49. 建立 圆周 与 直线 之 间 的 一 一 对 应 ， 

50。 建 立 有 一 个 极点 的 球面 与 平面 之 间 的 一 一 对 应 ， 

51， 建 立 全 球 表 面 与 平面 之 癌 的 一 一 对 应 , 

52. 平面 区 域 4， 若 在 从 原点 0 引出 的 每 一 条 射线 上 能 找到 
РОК АМ, 使 线段 [0, MI) 含 于 4 内 ， 面 射线 (Coco) 不 
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含 于 4 中 任何 一 点 (换言之 , 从 点 0 引出 的 每 一 条 射线 与 区 域 的 边 
界 仅 相交 于 异 于 0 的 一 点 ), 称 4 为 星 形 域 ， 若 对 于 每 条 射线 的 点 
МАТАН, 则 星 形 域 称 为 是 于 的 . 

建立 任意 团圆 与 任意 闭 星 形 域 之 则 的 一 一 对 应 . 

53. 建立 一 切 无 理 数 所 成 之 集 与 数 轴 上 一 切实 数 所 成 之 集 之 
[8] 的 一 一 对 应 . 

54. 建立 下 列 集 之 间 的 一 一 对 应 : 

a) 开 正方 形 一 地 <z< — 一 > << . 1 5 83 ts JE EJE a 
<<, с<у<а АЖ; 6) 开 正 方形 — << —5 << 
地 的 点 集 与 平面 的 点 集 ; в) 开 和 矩形 a<z<b, c<y<d 的 点 集 与 
平面 的 点 集 ， 

55， 我 们 把 正方 形 0<z<1, 0<y=<1 МАМ МАЕ кв 2 
尽 十 进位 小 数 : 横 标 = Ол, ВА у = 0. тутот (НОЕ 
数 中 任何 一 个 是 十 进位 -有 理 的 ， 即 可 写 为 两 种 形式 的 十 进位 小 
数 表示 , 我 们 则 选取 含 无 穷 多 个 9 的 表示 式 , 例如 0.369999…, 而 不 
肥 0.370000…). 使 正方 形 中 的 每 一 点 M (0.nnona +, От, тот) 
与 线段 《0， 1] 中 横 标 为 0.381717271272373… ËJ à, РАНЖм. 在 此 对 
应 下 , 能 得 到 线段 (0, 1 的 一 切 点 否 ? 这 个 在 正方 形 (0, 1jx (0,11 
的 点 与 线段 (0, 1] 的 点 之 间 的 对 应 是 否 为 一 一 对 应 . 

56，、 建 立 线段 [0, 1] 上 的 一 切 有 理 点 所 成 之 集 与 正方 形 [0, 1] 
x[0,1] 中 具有 理 坐 标的 一 切 点 所 成 之 集 之 间 的 一 一 对 应 ， 

57， 建 立 数 轴 上 一 切 有 理 点 所 成 之 集 与 平面 上 两 个 坐标 均 为 
有 理 数 的 那些 点 所 成 之 集 之 辐 的 一 一 对 应 ， 

58， 建 立 具 有 有 理 系 数 的 一 切 多 项 式 所 成 之 集 与 一 切 目 然 数 
所 成 之 集 之 同 的 一 一 对 应 . 

59， 建 立 自然 数列 的 一 切 有 限 子 集 所 成 之 集 与 一 切 正 整数 所 
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成 之 集 之 间 的 一 一 对 应 . 

60， 建 立 一 切 自 然 数 序列 所 成 之 集 与 自然 数 的 一 切 升序 列 所 
成 之 集 之 间 的 一 一 对 应 , 

61. 建立 卓然 数 的 一 切 升 序列 所 成 之 集 与 半 闲 区 间 (0,17 
的 数 相 对 应 那 一 切 无 尽 二 进位 小 数 所 成 的 集 之 因 的 一 一 对 应 ， 


第 三 章 ж 的 势 


若 在 两 个 集 之 间 能 建立 一 一 对 应 , 则 称 这 两 个 集 对 多 

# 4 与 BB 两 个 集 对 等 , 则 用 A— B 3 578. 

容易 看 到 , 若 А-В, B~0, 则 АС. 

集 的 对 等 原理 ( 康 托 - 弗 . 白 恩 斯 坦 (Contor-EF. Bernstein) 定 理 ) 

а) Ф 4CBCC, 并且 4~C, 则 А-В. 

6) 车 4 对 等 于 集 了 的 子 集 , 而 了 地 对 签 于 集 4 的 子 集 , 则 4 

若 集 互 对 等 于 满足 不 等 式 Сас (对 于 基 个 自然 数 Y) 的 一 切 自然 数 
所 成 之 集 , 则 称 媚 为 有 限 集 . 

空 集 我 们 也 可 算 作 有 限 集 , 

非 有 限 的 集 称 为 无 限 集 , 

两 个 有 限 集 当 且 仅 当 它 们 的 元 的 数目 相同 时 , 这 两 个 集 对 等 . 

对 于 无 限 集 不 能 说 关于 集 的 元 之 数目 ; 我 们 用 元 的 数目 之 拓 广 的 概 
念 一 一 集 的 艾 , 作为 任意 集 的 数量 上 之 描述 ， 若 两 个 集 互相 对 等 ， 则 说 它们 


有 相同 的 势 _ 
集 4 的 势 用 记号 4 表示 ， 
车 两 个 集 4 与 B 有 相同 的 势 ( 即 是 说 ,车 它们 对 等 ), 则 此 事 记 为 : 


А = В. 
КВЕТКА, ЯЕ ВАК 4 的 势 
这 记 为 : B< A АРВ. 
车 两 个 集 不 对 等 ( 即 在 它们 之 间 不 能 建立 起 一 一 对 应 ), Ија. A= B 
о Í! ° 


x K, нр ЦА ei ела. ` i РУНЫ. aj dm. а аа SX” — U" s Bü j 1 РЕ - Н EOS баб Jika jih .. |. с - КЕГИН mr Tr 


(К АРВ). 

ЕА УВУ, 但 集 B 
大 于 集 B 之 势 . ја: 4> 有 ,或 B<4 — — _ _ 

由 康 托 - 白 因 斯 坦 定 再 推 知 , ë A< B 5 B < A, WJ A = В. 

А-В, 但 АВ, WILA < В. 

要 证 明 两 个 集 4 与 互 对 等 , 我 们 可 用 下 面 的 方法 进行 

1) 或 是 直接 建立 集 4 与 B 之 闻 的 一 一 对 应 ; 

2) 车 这 样 做 有 困难 , 那 就 确定 集 4 与 集 甩 之 子 集 对 等 , 又 集 电 与 集 4 之 
子 集 对 等 , 然后 应 用 康 托 -和 白 恩 斯坦 第 二 定理 ， Е 

ВА ЕАО, 日 有 个 元 , 则 可 用 下 之 符号 等 式 : 4 一 n 来 表示 ; 特 
别 是 , 大 4 一 一 空 集 , 则 4 = 0, 

若 集 4 对 等 于 一 切 自 然 数 所 成 之 集 ， 则 称 4 是 可 数 集 ; 车 集 4 可 数 , 则 
可 用 下 之 符号 等 式 : 4 = 只 。( 读 作 < 阿 列 夫 一 零 ?) 来 表示 ， 

可 数 集 的 例子 ， 一切 整 数 所 成 之 集 ; 一 切 有 理 数 所 成 之 集 ， 具 有理 系 
数 的 一 切 多 项 式 所 成 之 集 ; 一 切 代 数 数 所 成 之 集 , 等 等. 

若 集 的 势 大 于 自然 数 集 的 势 , 则 称 它 为 不 可 数 集 ， 例 如 , 线段 [0, 10 
可 数 集 ， 

对 等 于 线段 [0，1] 的 任何 集 称 为 具有 连续 势 的 集 ， 车 集 4 有 连续 势 , B| 
jay: A=c. | 

车 集 有 连续 势 , 则 为 了 简单 起 见 , 有 了 时 说 它 为 连续 统 ， 

具有 连续 势 的 集 ( 即 与 线段 [0, 匡 的 势 相同 的 集 ) 之 例子 ， 闭 区 闻 [a, bl: 
开 区 间 (a, Б) (对 于 任 音 的 a ЫЬ, а<ь); 整个 数 轴 ， 一 切 无 尽 十 进位 小 数 
所 成 之 集 ， 一 切 无 理 数 所 成 之 集 ; 任意 一 圆 的 一 切 点 所 成 之 集 ; 正方 形 [0， 
1] XT[L0, 1] (更 一 般 ， 任 意 的 矩形 ) 的 一 切 点 所 成 之 集 ; 平面 上 的 一 切 点 所 成 
之 集 ; Олуг 空间 的 一 切 点 所 成 之 集 ， 给 定 在 线段 [0，1] 上 的 一 切 连 续 函 数 
所 成 之 集 , 等 等 ， 

若 已 给 某 集 E, 则 由 加 之 一 切 子 集 为 元 之 集 8 的 势 比 五 的 势 大 : 

ФЕ. 

ре E Т Z Ex, 

.车 吾 一 - 势 为 n 的 有 限 集 , 则 多 一 一 也 是 有 限 集 势 为 2%， 

Ф 加 一 一 势 为 a 的 无 限 集 , 则 集 8 的 势 记 为 : 2。， 

当 瑟 为 可 数 集 的 情形 ,@ 有 连续 势 : 28,= c， 
° 12 © 


于 集 4 之 某 一 子 集 ， 则 说 集 4 之 执 


ЗА 
А. 


Е) с 的 集 , 则 入 的 势 大 于 连续 势 : 2°>c. 

势 为 2° 的 任何 集 称 为 超 连 续 势 的 集 . 

超 连 续 势 的 集 之 例子 : 线段 [0, ЦСМ; ИН 
集 所 成 之 集 ; 平面 的 一 切 子 集 所 成 之 集 给 定 在 线段 [0， ЕЮ 
(不 仅 是 连续 函数 ) 所 成 之 集 , 等 等 ， 

最 后 指出 可 数 集 的 一 些 性 质 : 

1) 可 数 集 的 任何 子 集 或 是 有 限 的 , 或 是 可 数 的 ， 

2) 任何 无 限 集 含 有 可 数 子 集 (这 可 用 下 之 说 法 米 表 达 : 《可 数 集 是 最 小 
的 无 限 集 >). 

3) 有 限 个 或 可 数 个 可 数 集 之 和 是 一 个 可 数 集 , 

4) ля Е жен M, КЕ 的 势 不 变 ; 


— ww — w. 


EUM=E; ENH = E. 
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62. 平面 上 顶点 是 有 理 坐 标的 一 切 三 角形 所 成 之 集 具 有 什么 
样 的 势 ? x 

63， 分 子 和 分 母 缘 具 整 系数 的 一 切 有 理 函 数 所 成 之 集 具 有 什 
么 样 的 势 ? 

64， 证 明 平面 上 半径 为 有 理 数 且 中 心 坐标 为 有 理 数 的 一 切 加 
周 所 成 之 集 是 一 个 可 数 集 . 

65， 一 切 有 限 十 进位 小 数 所 成 之 集 具有 什么 样 的 势 ? 对 于 给 
定 的 2>1 时 ,一 切 有 限 2 进位 小 数 所 成 之 集 具有 什么 样 的 势 ? 

у 系数 为 代数 数 的 一 切 多 项 式 所 成 之 集 具 有 什么 样 的 势 ? 

67， 证 明 给 定 在 闭 区 间 [4,5] 上 的 单调 函数 之 间断 点 所 成 之 
集 是 有 限 集 或 可 数 集 

68， 证 明定 义 在 整个 数 轴 上 的 单调 函数 之 间断 点 所 成 之 集 是 
有 限 集 或 可 数 集 . 

69. ЖЕ 


正 数 所 成 之 任何 的 非 可 数 集 ; 证 明 可 找到 这 样 
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的 数 r> 0, 使 集 ЕП (z, --оо) 一 一 非 可 数 . 

10， 下 之 论断 : <# 了 一 一 位 于 半 直 线 (0， 十 co) 上 的 数 所 成 
之 无 限 集 ， 则 可 找到 这 样 的 数 r> 0, ЕП (z, 十 co) 一 一 无 限 
的 > 正确 否 ? 

_21， 设 如 一 一 直线 上 的 可 数 点 集 ， 能 否 将 集 如 移动 一 个 距离 
a( 即 将 一 切 的 挟 2CE Ваха 去 改换 ) 使 得 经 移动 后 所 得 之 集 
,不 与 集 召 相交 ? 

72. ДЕ ЕМУ ЖЖ. 可否 将 图 导 绕 中 心 旋转 某 
一 个 角 p, 使 得 由 王 旋 转 所 得 来 的 集 E, ЛЬЖ E 34222 

73. 证 明 , 者 直线 上 的 集 互 的 任意 二 点 之 癌 的 距离 大 于 一 , 则 
集 刀 是 有 限 的 或 可 数 的 ， 

74， 己 知 平面 点 集 九 中 任意 二 反之 间 的 距离 大 于 a( 这 里 
4 一 一 已 给 正 数 ) ЧЕ, Ее, вн, в 
有 限 ). 

75. 车 歉 《 即 赣 代数 数 ) 所 成 之 集 具 有 什么 样 的 势 ? 
76. 自然数 的 一 切 严格 单 增 序列 所 成 之 集 具 有 什么 样 的 势 

77. 自然 数 的 一 切 序 列 所 成 之 集 具 有 什么 样 的 势 ? 

78， 不 包含 数字 7 的 自然 数 序列 全 体 所 成 之 集 具 有 什么 样 
的 势 ? 

79. 含有 数字 7 的 一 切 自然 数 序列 所 成 之 集 具 有 什么 样 
BJ ER 

80， 有 理 数 的 一 切 可 能 的 序列 所 成 之 集 具 有 什么 样 的 势 ? 

81. C HJ P[ ВЕНУ СВЕ А 32) 多 项 式 所 成 之 集 具 有 什么 样 
的 势 ? 

82， 数 轴 上 一 切 闭 区 间 所 成 之 集 具 有 什么 样 的 势 ? 

83， 直 线 上 两 两 互 不 相交 的 闭 区 间 所 成 之 集 ， 此 集 的 势 可 以 
说 它 是 什么 ? 
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84. 平面 上 一 切 图 所 成 之 集 具 有 什么 样 的 势 ? 

85， 在 平面 上 , 两 两 互 不 相交 的 圆周 构成 之 某 个 集 , ИЖЕ 
是 不 可 数 的 ? = 

86.， 在 平面 上 ,两 两 互 不 相交 的 字母 T( 这 些 引 母 的 大 小 可 以 
是 相 异 的 ) 构 成 之 某 个 集 ， 这 些 字 母 所 成 的 集 能 否 是 不 可 数 的 ? 

87. 在 平面 上 ， 两 两 互 不 相交 的 字母 厂 构 成 忆 某 个 集 。 该 集 
能 否 是 不 可 数 的 ? 

88， 一 切 严 格 增 的 连续 函数 (给 定 在 线段 La， 分 上 ) 所 成 之 集 
具有 什么 样 的 势 ? 

89， 线 段 [c, 5] 上 的 一 切 单调 函数 〈 不 仅 是 连续 的 ) 所 成 之 集 
具有 什么 样 的 势 ? | 
/外 90， 实数 所 组 成 的 一 切 序列 所 成 之 集 具有 什么 样 的 势 ? 

91， 介 于 0 与 1 之 间 ， 而 十 进展 开 式 中 缺 数 衬 7 的 一 切实 数 
所 成 之 集 具 有 什么 样 的 男 ? 

92， 介 于 0 与 1 之 间 ， 而 十 进展 开 式 中 有 数学 7 的 一 切实 数 
所 成 之 集 具 有 什么 样 的 势 ? 

93， 介 于 0 与 1 之 间 ， 而 十 进展 开 式 中 数字 ” 居 第 三 位 的 一 
切实 数 所 成 之 集 具 有 什么 样 的 势 ? 

94， 介 于 0 与 1 之 间 ， 而 三 进展 开 式 中 缺 数 字 1 的 一 切实 数 
所 成 之 集 具 有 什么 样 的 势 ? 

95， 利 用 康 托 - 白 思 斯 坦 定理 证 肯 半 径 相 同 的 财 圆 与 开 贺 出 
对 等 ， 

96， 利 用 康 托 - 白 思 斯 坦 定 理 证 明 边 相同 的 闭 正方 形 与 开 正 
方形 对 等 . 


Ф 完全 位 于 圆 内 的 一 切 点 所 成 之 集 称 为 半径 为 r 的 开 圆 ( 即 距 圆心 的 距离 小 于 
r 的 点 集 ); 若是 给 此 集 添 上 图 的 边界 上 的 各 点 就 得 闭 加 , 《 开 正 方形 ?与 < 闲 正 方形 > 
的 概念 之 涵义 与 此 类 似 ， 
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97. 利用 康 托 - 白 恩 斯 坦 定理 证 明和 平面 与 平面 上 的 闭 正 方形 
对 等 ， 

98， 利 用 康 托 - 白 思 斯 坦 定 理 证 明正 方形 0<z<1, 0<у<! 
与 线段 (0, 1] 对 等 (利用 55 题 的 结果 )， 

99. 设 4 与 B 一 一 两 个 对 等 的 无 限 集 , 是否 存 在 4 的 子 集 ( 异 
РА В? 

100. 证 明 , 2: АВ В\А, Д АВ. 

101. 证 明 , 3: АСВ Н ААС, Ш B= BU C. 

102. УМ: cE 4~0, B= D, ЖН АРВ, Ср, Ш АВ 
~0\D3 正 确 与 否 ? 

103. 下 之 论断 : © A— B, СОА, СРВ, Ш C NA—CANB> Е 
确 否 ? 

104， 下 之 论断 : 《车 4~B, АРС, ВОС, ША\С-В\С>Е 
确 否 ? 

105. 证 明 在 [a,6] 上 均匀 收敛 的 所 有 连续 函数 序列 所 成 之 集 
具有 连续 势 . | 

106， 在 闭 区 间 [a, 2] 上 的 连续 国 数 序列 的 全 体 所 成 之 集 具 有 
什么 样 的 势 ? 

107. 证 明 下 面 的 断言 ;< 设 召 为 平面 上 的 不 可 数 的 集 , 则 可 找 
到 圆心 在 坐标 原点 的 这 样 一 个 圆 , 它 含有 瑟 中 之 点 的 不 可 数 集 》 

108. 证 明 可 数 集 的 一 切 有 限 子 集 所 成 之 集 可 数 . 

109. 者 集 召 具有 连续 势 , 则 吾 之 一 切 有 限 与 可 数 子 集 所 成 之 
集 具 有 什么 样 的 势 ? 

19. 定义 在 闭 区 间 [o,8] 上 上 且 在 此 区 间 上 即使 有 一 点 不 连续 
的 一 切 函 数 所 成 之 集 具 有 什么 样 的 势 ? 


第 四 章 度量 空间 


对 于 集 召 中 每 一 对 元 z 与 外 使 非 负 数 p(z, y)(<z 与 了 之 同 的 距离 ?) 与 
之 对 应 , 车 p(z, у ВЯ. 

1) 当 且 仅 当 z==y hj, ох, у) =О(4 нА»), 

2) p(x,9) 二 Pp(9,XY)(《 对 称 公理 》)， 

3) 对 于 任意 的 z€E, УСЕ, 26Е, р(х, у) р(х, 2) +р(2. У) «= ЖЕД 
理 》). 

这 时 称 集 五 为 度量 空间 ， 

这 些 条 件 称 为 < 度量 空间 的 公理 >, 

度量 空间 的 例子 . 

1) 数 轴 ， 这 里 把 数 ; 

р(2, у) = |1z—Y) 
当 作 z Бу 两 个 元 之 间 的 距离 . 

2) n- 维 欧 民 (Euclid) НН, 我们 考虑 m 个 实数 的 所 有 可 能 的 有 序 
数组 хб, zz …， 2n) 所 成 之 集 ， 此 集 的 每 一 个 元 了 称 为 点 ， 而 数 zi ть, ° +, 
Zs 一 一 此 点 之 坐标 。 用 耳 , 来 表示 这 个 集 ， 为 了 使 集 右 , 成 为 度量 空间 ,用 
公式 

р(2,0)= (| У (Zi 一 四) | (1) 
f ї= 1 
规定 其 中 两 点 z(zo z, Z.) (У, 90, 加) 之 间 的 距离 .采用 公式 (1) 规 
定 了 距离 的 集合 吾 。 称 为 %- 维 欧 氏 空间 ， x 

容易 看 出 , 数 轴 为 欧 氏 空间 ( 当 %=1) 的 特殊 情形 . 

3) 空间 С[а, 引 一 一 在 [ce， 妇 上 连续 的 一 切 函 数 所 成 之 集 ， 在 此 空间 中 
两 个 国 数 ФСБ 外 之 间 的 距离 按 下 之 公式 来 确定 : 

р(ф, $) = тах [ф(#)—$(1)|. 

为 了 检验 这 个 或 那个 集 ( 于 其 中 规定 了 距离 8(%, 引 ) 为 度量 空间 ， 必 须 
证 明 它 满足 度量 空间 的 三 个 公理 ， 特 别 是 , 为 了 还 明 H, 为 度量 空间 ， 必 须 
利用 柯 西 - 布 尼 雅 考 夫 斯 基 〈Cauchy-56yHakoBckHi) 不等式 ， 它 是 对 于 任意 
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的 有 限 数列 Z), 人 与 91. 42, "°°, У 有 关系 式 ， 


š — | 
> (5а ° (En 
$=1 


$=1 £ = | 


成 并， 
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111. ЕВ Ба, БНАСАУ Е ЕЙ) — JJ ER $z 
所 成 之 集 , 若 采 用 数 
р(ф, ү) = sup [@(t)—%(t)| 
a< t=<b 
作为 该 集 的 两 个 元 9(1) 与 С) 2 вуза 1, 则 形成 度量 空间 . 


112， 证 明 对 于 能 使 级 数 3 а, | 收敛 的 一 切 无 穷 数 列 z(a， 


@>, Gs, …) 所 成 之 集 ， 右 来 用 数 р(х, у) =>. а; — 0, | 作 为 РЯ 个 数 


ја (аз, az Gas, …) 与 g( 6, 6, …) 之 间 的 距离 , 则 形成 度量 空间 ， 
113. 证 册 一 切 由 实数 组 成 的 有 神 无 限 序 列 所 成 之 集 ， 若 采 
取 数 
p(z,g)= sup |а, —, | 
1<і< +оо 


作为 两 个 序列 (а, G, Яз, '..) 与 4(6:, b,, bs, …) 之 辐 的 距离 ， ИЕ 
成 度量 空间 . 
114. 已 知 由 具有 下 述 性 质 的 一 切 数列 xX(91, а», аз, …) 所 成 


之 集 : 它 的 各 项 之 平方 和 袜 "中 收敛， 证 明 , 若 把 数 


P(x,y) = (е —b,)° 
理解 为 两 个 序列 (01,00,03, …) 与 yb бь, бз, …) 之 辣 的 距离 , 则 


形成 度量 空间 , 
115。 证 明 , 对 于 在 [a,?] 上 的 一 切 连 续 隙 数 所 成 之 集 , 若 把 数 


plps$)=| 1202) — $ (2142 


理解 为 该 集 的 两 个 元 p 与 少 之 间 的 距离 , 则 形成 度量 空间 , 
这 个 空间 我 们 将 记 为 Ci, 51. 

116， 对 于 一 切实 数 所 成 之 集 , 者 把 数 

р (1, у) = sin°(z—7) 

理解 为 二 数 z 与 y 之 间 的 距离 时 ,该 集 是 否 为 度量 空间 ? 

117， 对 于 一 切实 数 所 成 之 集 , 厂 采 用 数 : 

р(х, у) = arctg(2—g)| 

作为 二 数 z 与 4 之 间 的 距离 时 , 该 集 是 否 为 度量 空间 ” 

118， 对 于 一 切实 数 所 成 之 集 , 老 把 此 集中 元 蓄 之 癌 的 跑 离 定 
义 为 p(x, 级 =~M1y 一 ?| 时 ,该 集 是 否 为 度量 空间 ? 

119， 对 于 平面 上 的 点 集 , НА 

о(М,, М) = 211+ 192—911 
来 定义 平面 上 二 所 M(x у) 5 H,(z;, Y2) 2.18] 能 距离 时 , 该 集 是 
否 为 度量 空间 ? 

120. 设 五 一 -圆周 C 上 一 切 点 所 成 之 集 ; 这 于 任意 二 所 z€ 
,yEB, 我 们 取 C 上 连结 此 二 点 7，9 之 最 短 弧 的 长 作为 7 与 9 之 
间 的 距离 , 则 互 是 否 成 为 度量 空间 ? 

121. 设 本 一 -圆周 C 上 一 切 点 所 成 之 集 ， 在 C 上 固定 一 点 
Mo， 并 用 下 面 的 方法 来 定义 此 图 周 上 二 后 之 间 的 距离 ОСМ, N): 
其 ММ, 入 和 于 Mo， 则 p(MN，N) 等 于 圆周 上 连结 点 型 与 如 且 不 
经 过 卢 М, Ez Z k; = M= M; N= My, Щ o (M, N) 
等 于 连结 点 内 与 六 的 最 短 弧 之 长 ; 老 歼 =N, 则 o CH, №) =0. # 
是 否 成 为 度量 空间 ? 
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122. 给 定 在 闭 区 间 La, 651 上 的 一 切 连 续 消 数 所 成 之 集 ， 若 用 


公式 
pgp)= | СрС2)— ф(а а 


来 定义 任意 两 个 函数 pw(z) 5 %zZz) 之 间 的 距离 ， 则 该 集 是 否 为 度 
3.25 |8]? 
提示 ， 首先 推出 积分 形式 的 柯 西 - 布 尼 雅 考 夫 斯 基 不 等 式 : 


| (wans J|. Lo(z)]:dz „И wl) Tas; 


它 可 以 从 对 有 限 和 的 柯 西 - 布 尼 雅 考 夫 斯 基 不 等 式 利 用 极限 过程 
而 得 到 (参阅 本 对 的 5| 言 ). 
123， 平 面 上 不 经 过 坐标 原点 的 一 切 直 线 所 成 之 集 , 奋 二 直线 
[: соб, | у ѕіпа; — р, =0; .. соза, + 7 sina, -— p. = 0 
之 间 的 距离 , 用 公式 
EN 


来 定义 ， 则 读 集 是 否 为 度量 空间 ? 

注 。 这 里 的 直线 方程 是 写成 所 谓 《 法 线 式 ?zcosa 十 gsina 一 了 
=0; 若 把 任 章 直 线 方程 4z 十 Bg 十 C= 0 的 左 端 除 以 ЕВ 
就 可 化 成 法 线 式 方程 ( 根 式 前 符号 的 选取 与 C 的 符号 相 凤 小 

124， 平 面 上 不 经 过 坐标 原点 的 一 切 直 线 所 成 之 集 , НН 

11: Zcosm J узша, р, = 0; 1. хсоза, узіп, — р» =0 
之 回 的 距离 , НА: 

p(7 2) = 1р, —р.1 + | сова — созе; | + | sings— зіпа, | 
来 定义 , 则 该 集 是 否 为 度量 空间 ? 

125， 平 面 上 一 切 直线 所 成 之 集 , 者 二 直线 

(1 cosali 十 gsinwl 一 2 = 0; ls: 2соѕа, Кузта, —-р.=0 
之 间 的 距离 , 用 公式 : 
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者 


р(1,, 15) = |р — р, 十 |sinas 一 sinal| 
来 定义 ,该 集 是 否 为 度量 空间 ? 

126， 平 面 上 一 切 直 线 weosa 十 ysina 一 1 一 0 (3; 0<&<л) 
所 成 之 集 , 车 二 直线 之 间 的 距离 如 上 题 那样 来 定义 , 该 集 是 否 为 度 
量 空间 ? | 

127. Е — ВАНО p(z, z) 的 任何 度量 空间 ; 1 
ЕАН. FE tha zs a] ED (Е Bag X 1; ВАН 
FJ)? | 
128 设 有 R 一 一 具有 已 给 距离 p(x,y) 的 任何 前 集 ; НЕЕ 
CR 在 相同 的 距离 定义 下 为 度量 空间 ( 即 是 说 , 在 其 中 度量 空间 的 
НАНА). "БИ, КЛЕР, ИИ p(z,g) 
在 站 中 满足 度量 空间 的 所 有 公理 ? 

129， 设 有 一 一 任何 的 度量 空间 , Н 6 一 一 它 队 一 切 有 界 必 和 非 
空子 集 所 成 之 集 族 .定义 中 两 个 元 之 间 的 距离 (ПН В КУР 
个 非 空 有 界 子 集 五 与 ЕСН НУ №) 如 下 : EB SS р(Е, Е.) 指 
的 是 

x supl inf p(z,y)] 5 ,supLinf p(x, у) | 
两 数 中 之 最 小 者 ，8 为 度量 空间 吗 ? 若 不 是 ， 则 在 é 中 度量 空间 的 
哪些 公理 满足 ? 

130. 设 外 为 度量 空间 有 R 的 一 切 有 界 非 空 间 集 岛 的 总 休 , 若 集 
Ф 中 两 个 元 之 同 ( 即 两 个 有 界 非 空 闭 集 之 同 ) 的 中 离 像 129 题 那 
НЕХ, 问 罗 为 度量 空间 吗 ? 

131. 度量 空间 有 R 的 一 切 非 空子 集 的 集 族 , 者 两 个 子 集 BCR 
与 ,CR 之 间 的 距离 依 公式 


Тт 度量 空间 中 有 界 集 的 定义 参看 32 页 (也 参看 33 页 的 第 一 个 脚注 )， 
纪 ” 财 集 的 定义 参看 第 5 章 引言 ， 
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оСЕ,, Е,) =info(z, у). 


ye £, 


来 定义 时 , 此 集 族 为 度量 空间 吗 ? 


Ен 集 的 极限 点 与 内 所， 
开 集 与 闭 集 


我 们 现在 研究 任何 的 度量 空间 BR( 特 别 是 , 欧 氏 空间 或 数 轴 )。 为 了 语言 
的 简洁 称 此 空间 的 元 为 点 ， 

邻 域 ， 空 间 总 中 满足 条 件 : p(z，zo)<e 的 一 切 点 所 成 之 集 称 为 点 
% € R 6 (或 es- 邻 域 )， 这 时 数 e>0 称 为 邻 域 的 半径 ， 点 ze 的 e>0 
邻 域 记 为 : У, (20). 

ЕЖУ В ЖЖ, 则 点 то НЭ Е 邻 域 为 开 区 间 (Xo 一 2; z +e). # 
RR 一 一 平面 , У, (х0) 中 心 在 点 x%o， 半 径 为 8 НІҢ, 6 一 一 三 维 欧 
Б; 2х [8], 则 И, (20) 中 心 在 点 zo 半径 为 ё 的 球 , 等 等 . 

邻 域 的 基本 性 质 : 若 УСУ, (ао), МАГ ВЕНУ 数 0220, У. (0С 
V,(zo). | 

极限 点 ， 设 已 一 一 含 于 五 内 之 任何 的 集 ， 若 点 z€ R BJ Ef Sl р % b 
ан ЕН и 的 一 点 ， 则 点 zo 称 为 集 豆 的 极限 点 (注意 , 极限 点 不 必 有 属于 
集 召 自己 )， 

点 ze 为 集 吾 之 极限 点 的 必要 而 且 充 分 的 条 件 是 : 在 点 ze 的 任何 邻 域 
内 存在 有 五 中 的 无 穷 多 个 点 . 

集 恕 的 一 切 极限 点 所 成 之 集 称 为 它 的 导 集 , 并 记 为 E. 

导 集 的 一 切 极限 点 所 成 之 集 称 为 集 加 的 第 二 级 的 导 集 ， 并 记 为 8”. 更 
高 级 的 导 集 可 以 类 似 地 来 定义 . | 
BIXA. EE ZEB 有 一 邻 域 不 包含 集 有 的 任何 一 点 ( 除 点 ПР, 则 
F Xo АЖЕН. 

边界 点 ， 若 点 z 的 任何 邻 域内 距 有 属于 集 百 的 点 ， 又 有 不 属 ГЖ ДЈ 
ні, 则 称 点 zo 为 集 五 的 边界 点 . 

注意 , 边界 点 可 以 是 集 至 的 元 , 也 可 以 不 是 它 的 元 ， 
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边界 点 的 例子 ，1) 半圆 4 的 边界 圆周 上 的 一 切 点 都 是 边界 点 ， 它 们 都 
属于 A. 2) 开 圆 如 的 边界 点 也 是 边 务 圆周 上 的 一 切 点 ; 这 些 点 中 无 任何 一 
点 属于 B. 3) 平面 上 任何 集 的 一 切 孤立 点 都 是 边界 点 〈 但 是 ， 其 送 自 然 不 
j), 

集合 如 的 一 切 边 界 点 所 成 之 集 称 为 该 集 的 边界 ， 集 如 的 边界 记 为 
«Богпе Ё». x 

接触 点 ， 若 点 ze 的 任何 邻 域内 至 少 有 集 吾 中 的 一 点 ， 则 称 点 АЖ E 
的 接触 点 . 

容易 看 出 , 集训 的 一 切 极 限 点 为 该 集 的 接触 后 ,而 该 集 冰 身 的 一 切 点 (其 
至 非 极 限 点 ) 也 是 其 接触 点 . 

闭 包 ， 集 五 的 一 切 接触 点 所 成 之 集 称 为 集 加 的 闭 包 ( 且 记 为 E). 

显然 , 车 给 集 添 上 它 的 一 切 极 限 点 就 得 到 集 之 闭 包 : E=EUE'. 

我 们 指出 , 两 个 集 之 和 的 财 包 等 于 它们 的 闲 包 之 和 : 

Е U E,= E,U Ë,. 
但 些 结 论 不 能 推广 到 无 穷 多 个 集 乙 和 的 情形 . 

闭 集 ， 若 集 忆 包含 它 自己 的 一 切 极 限 点 在 内 ( 即 E C E), ШИЖЕХИ 

£. 
特别 是 , ЕЕЕ ХЕХЕ E RE n E), а 
集 的 特殊 情形 , 故 空 集 是 闭 集 ， 此 外 , ИВ 2 B] 3. 

闭 集 的 另 一 些 例子 ， 直 线 上 的 闭 区 间 [a, 6]; 数 轴 上 的 一 切 自然 数 所 成 
Z E, 平面 上 的 闲 图 ( 即 带 有 边界 圆周 的 圆 ); 平面 上 的 亲 正 方形 ,党 掌 。 

与 此 同时 , 例如 , 开 区 间 (a, 5); 直线 上 一 切 有 理 数 所 成 之 集 ， 平面 上 的 
首 非 困 集 . 

应 当 指出 , СЕЖЕ E 恒 为 闭 集 . 

集 瑟 为 团 集 的 必要 充分 条 件 是 : 它 包含 其 目 己 的 一 切 接触 后 ， 

若 集 五 被 包含 于 自己 的 导 集 乙 中 (五 C 达 ) WE AG DK Or И, 

车 Е=Е', 即 是 说 , 若 集 忆 是 闲 的 且 不 含 孤立 点 , 则 称 它 为 完备 集 ， 、 
直线 上 的 完备 集 的 例子 ИХ а, 8]; 整个 数 轴 ; ДЕСА, 
ШЕЕ. 康 托 集 是 用 下 面 的 方法 作出 来 的 : МНН, 11853 JF X 


间 ( 于， =); 然后 从 和 下 的 两 个 闭 区 间 内 分 别 去 掉 长 为 这 ， 而 中 心 在 这 两 个 


闭 区 间 的 中 点 的 二 个 开 区 间 ; 然后 再 从 剩 下 的 四 个 闭 区 间 内 分 ИНК 
. 23 . 
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s 而 中 心 在 这 些 闭 区 间 中 点 的 四 个 开 区 间 , 等 等 .去掉 了 所 指出 的 那 一 切 天 


х. іа] 2 5, РЖИ Ля, 称 它 为 康 托 完备 集 . 尼 的 点 分 为 两 
类 : 第 1 类 点 一 一 去 掉 了 的 那些 开 区 间 之 端点 (这 些 点 成 一 可 数 集 ) 以 及 第 
2 类 的 点 ( 集 姜 中 一 切 共 余 的 点 ; 它们 成 为 一 个 势 为 c PJ E), 

集 孔 有 以 下 的 算术 结构 : 它 是 由 而 且 仅 由 线段 10, 1 的 点 所 组 成 ， 这 些 
点 可 以 表 为 不 出 现 数字 1 的 三 进位 小 数 ， 

采集 有 具有 下 列 的 性 质 : 1) 有 限 个 闭 集 之 和 是 闭 集 ; 2) 任意 多 个 (不 仅 
是 有 限 个 ) 闭 集 之 交 是 闭 集 . : 

应 当 指 出 ,无穷 多 个 闭 集 之 和 不 一 定 是 闭 集 . 

可 表示 成 可 数 个 闭 集 之 和 的 任意 集 称 为 也 。( 读 作 < 艾 伏 -西格玛 >) 型 的 
ж. 例如 , 任何 的 闭 集 是 一 个 Fj 型 的 集 ; 任何 可 数 点 集 ( 特 别 是 ， 直 线 上 的 
有 理 点 所 成 之 集 ) Z ,型 的 集 ， 开 区 癌 (a，5) (在 直线 上 ) 一 -Ps 型 的 集 ， 

内 点 ， 若 点 CE 不 仅 是 它 自己 ,而且 它 的 某 个 邻 域 也 包含 于 吾 内 : 

Г, (x) СЕ. x 


则 称 点 ze 为 集 吾 的 内 点 ， 

开 集 ， 集 的 一 团 点 均 为 内 点 的 集 称 为 开 集 . 

直线 上 开 集 的 例子 : 开 区 间 (a b); 任意 多 个 开 区 间 之 和 ; 全 直线 . 

平面 上 开 集 的 例子 : 圆 的 内 部 〈 即 无 边界 圆周 的 整个 圆 ); 正方 形 的 内 
部 ; 全 平面 . 

三 维 欧 氏 空 则 内 开 集 的 例子 FPR 〈 即 无 包围 它 的 球面 的 球体 ); НЖ 
多 个 开 球 之 和 ; ЕН. 

应 当 指 出 , 直线 上 为 开 的 集 , 在 平面 上 来 说 可 能 不 再 是 开 的 ， 例 如 , TIC 
н (а, 6) 在 直线 上 为 开 集 , 在 平面 上 就 不 是 开 集 . 

至 集 在 任何 空间 内 都 为 开 集 ; 此 外 , 空间 自身 也 是 开 集 . 

开 集 的 性 质 : 1) 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 ; 2) 任意 多 个 (不 仅 是 有 限 个 ) 
开 集 之 和 是 开 集 . 

应 当 指 出 , 无 穷 多 个 开 集 之 交 未 必 是 开 集 ， 

可 表 为 可 数 个 开 集 之 交 的 任何 集 称 为 G, ( 读 作 : 《 际 -德尔 打 ?) 型 的 集 . 

例如 ， 任 何 开 集 是 G, ЧИЖ; 直线 上 一 切 无 理 点 所 成 Z 3 E. G, 型 的 
集 ， 下 面 的 定理 成 立 : 任何 闭 集 是 Gs 型 的 集 , 
。 24 • 
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此 外 , 我 们 指出 , 每 一 个 开 集 是 Fo 型 的 集 ， 

在 开 集 与 闭 集 之 疗 存 在 着 以 下 的 关系 : 1) Eda JF EBR ДИ, 
2) 任何 闭 集 的 余 集 是 开 集 ， 

集 的 内 域 ， 设 4 一 一 任意 的 集 ， 它 的 一 切 内 点 所 成 之 洪 称 为 集 4 的 内 
域 ( 记 为 4). 

点 到 集 的 距离 ， 当 yt4 在 集 4 中 取 记 时, 数 pP(z， 女 夯 成 之 集 的 下 确 分 
称 为 点 z 到 集 4 的 距离 : 

p(x, А) = in{ plz, у). 


З; P(X, А) =0, 则 zx 一 一 集 4 之 接触 点 ， 
入 4 一 一 用 集 , 则 当 而 且 仅 当 zk4 时 , p(z, А) =0. 
焦 与 集 之 间 的 距离 ， 点 z64 与 多 号 之 间 的 距离 之 下 硼 界 称 为 集 4 与 集 
B 之 间 的 距离 : 
p(A, B) =inf p (z, 9). 


共 集 4 与 集 B 即 使 公有 -一 个 公共 点 , 则 p(4，B) =0; 但 是 ， 反 之 不 真 ; 
可 能 出 现 , 虽然 A B=, р(4, В) =0. | 

闭 集 的 可 分 离 性 .对 于 任何 两 个 不 相交 的 闭 集 Fi 5 P.(F F,= Z), 
乌有 了 两 个 不 相交 的 开 集 G, 与 Gs 分 别 包含 Fi 与 Fs( 即 G1 二 Fl, Gs 二 Fy, G П 
G,= Ф). 

这 个 事实 可 用 话 来 表达 : 二 不 相交 的 闲 集 能 被 不 相交 的 开 集 所 分 离 ， 

稠密 集 与 无 处 稠密 集 、 若 集 忆 的 闲 包 包含 集 4( 即 E-5A), МЕЖЕЙ 
集 4 中 称 密 ， 特 别 是 , 车 集 忆 在 空间 下 中 稠密 , ДЕ К, 

ЕН Е, 若 任何 开 区 间 中 都 含有 与 集 五 的 点 完全 无 关 的 开 

设 妞 表 平 面 上 的 点 集 ， 若 任何 开 圆 中 含有 与 集 召 的 点 完全 无 关 的 开国 ， 
则 称 集 厂 在 平面 上 无 处 稠密 . 

类 似 地 , 可 定义 在 任何 空间 中 无 处 稠密 的 集 ， 

例子 ，1) 直线 上 的 有 理 点 集 , 无 理 点 集 一 “在 直线 上 处 处 移 密 ， 

2) 康 托 集 在 直线 上 无 处 稠密 ， 

3) 直线 , 线段 , 圆周 一 一 平面 上 的 无 处 稠密 集 . 


Q 这 里 和 今后 处 处 所 指 的 都 古 对 于 人 金 空间 的 余 集 ， 
ә 25 ә 
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27 题 
132. СТАМ В. 已 知 此 集 的 所 有 相 异 两 点 间 的 


中 离 的 下 确 界 是 正 的 ， 证 明 集 如 没有 极限 点 。 
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133， 作 一 个 集 , 使 它 的 第 一 级 的 导 集 非 空 ， 而 第 二 级 的 导 集 
集 . 

134， 作 一 个 集 , 使 它 的 第 一 1 级 的 导 集 非 空 ,而 第 % 级 的 导 
х. 

135. 五 -一 0 二 ,元 十 二 这 样 形状 的 数 所 成 之 集 ， 这 里 与 


q 取 远 一 切 可 能 的 上 自然数 ， 召 是 否 为 闭 集 ? 它 的 导 集 是 什么 样 ? 它 
的 第 二 级 与 第 三 级 的 导 集 是 什么 样 ? 


ЯП. 


136， 作 一 个 具有 下 列 性 质 的 可 数 集 E. 

a) ЖЕ 县 有 连续 势 ; 

6) ЁЕПЕ = Z. 

187. 证 明 任 意 集 的 导 集 是 闭 集 . 

138. ПЕНУ РЕЖ Е, 下 之 包含 式 成 立 : 
ЕЕ" EU” D: Е... Е — Жмем 
139. 证 明和 4 与 8 两 个 集 之 和 的 导 集 等 于 它们 各 自 的 导 集 之 
举例 表明 此 定理 对 于 无 穷 多 个 集 之 和 是 不 真 的 

140， 下 之 论断 :《 两 个 集 的 交 4 门 B 之 导 和 集 等 于 每 一 个 集 的 导 


集 之 交 》 正 确 否 ? 


141. 仪 由 攻 并 扩 所 组 成 之 集 能 否 有 极限 点 ? 它 的 导 集 能 否 


为 无 限 集 ? 它 能 否 是 不 可 数 集 ? 


142. 作 这 样 的 一 个 集 Е, 使 其 一 切 的 导 集 Е", Е", °°, Е“, se" 


彼此 互 异 ， 而 这 些 导 集 的 交 [] Eco zs g. 
n=1 
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143， 作 这 样 的 一 个 集 E, 使 其 一 切 的 导 集 Er, p”, …, ЕО), … 
彼此 互 异 , 而 它们 的 交 门 ЕЕ, 


144. а) 举 出 完全 没有 边界 点 的 平面 点 集 的 例子 .6) 举 出 
平面 点 集 有 边界 点 , 但 这 一 切 边 界 点 不 属于 此 集 的 例子 ; в) 举 出 
平面 点 集 包 含 其 一 部 分 边界 点 的 例子 ;r) 举 出 仅 庄 边界 点 组 成 的 
不 可 数 平面 点 集 的 例子 ;x) 在 直线 上 举 出 同样 的 例子 . 

145. 证明: 若 极 限 点 不 属于 集 , 则 它 是 集 的 边界 点 . 

146. 证 明 有 限 个 集 之 和 的 边界 被 包含 于 这 些 集 的 边界 之 和 
内 . 举例 表明 , 对 于 无 穷 多 个 集 之 和 的 情形 结论 不 真 . 

147. 证 明 两 个 集 之 和 的 闭 包 等 于 它们 的 闭 包 之 和 ., 证 明 对 于 
无 穷 多 个 集 的 情形 ， 包 含 式 U А.с (лиа, 但 非 恒 有 等 式 


成 立 . 

148. 直接 证 明 (不 用 对 偶 原理 ) 有 限 个 闭 集 之 和 为 闭 集 . 

149， 直 接 证 明 ( 不 用 对 偶 原 理 ) 任 意 多 个 闭 集 之 交 为 闲 集 . 

150. 证明 任 意 集 的 闭 包 是 一 个 闭 集 . 

151. 已 给 半径 为 7 过 7, 过 … 过 7; 达 … 的 同心 圆周 的 序列 . 它 
们 的 并 是 否 为 闭 集 ? 

152， 已 给 半径 为 > 全 … 盖 rn 的 同心 圆周 序列 ,它们 
的 并 是 否 为 闭 集 ? 并 的 闲 包 是 什么 ? 

153. В) тта Ст ВАЈС ТАЛЕ З]; 它们 的 
并 为 闭 集 吗 ? 在 平面 上 它 是 开 集 吗 ? 

154， 在 平面 上 , 双 曲 螺 线 =! 此 螺 线 的 闲 包 
为 完备 集 吗 ? 

155， 我 们 假定 地 球 是 理想 地 光 请 的 球 . 考虑 在 地 球 表面 上 具 


有 下 述 性 质 的 那 一 切 点 吾 所 成 之 集 B. 若 从 形 往 北 前 走 7 公里 ,然后 
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往 西 前 走 7 公里 , 最 后 , 往 南 前 走 7 公里 , МЕНЯЕМ. ЖЕ 
为 闲 集 吗 ? 车 不 是 , 则 其 闲 包 是 什么 样 的 集 ? 导 集 是 什么 样 的 集 ? 

156。 设 函数 f(z) 为 在 数 轴 Oz 上 处 处 有 定义 的 连续 函数 , 证 
明 , Oz 轴 上 满足 f(z) 之 a 的 那些 点 所 成 之 集 E, Ж. 

157*. 证 明 在 [0，1] 上 清 足 不 等 式 АКВ (这 里 A< 
B 一 已 知 数 ) 的 一 切 连续 函数 所 成 之 集 刀 是 在 C[0，1] 空 间 中 的 
HI. x 

158". 5 ; 证 明 在 
[0，1] 上 连续 且 满足 不 等 式 РС) ннн f(z) 所 
成 之 集 在 C[0, НХ. = 

159. 两 个 完备 集 的 交 是 否 恒 为 完备 集 ? 

160， 有 限 个 完备 集 的 和 恒 为 完备 集 四 ? 可 数 个 完备 集 的 
和 和 呢 ? 

161， 作 一 个 由 闭 集 组 成 的 可 数 序 列 , 而 其 和 不 为 闭 集 . 

162. 证 明 任 意 集 的 一 切 边界 点 所 成 之 集 为 闲 集 . 

163. 证 明 任 意 集 的 内 域 是 开 集 . 

164. 证明 对 于 任意 的 集 4， 由 满足 不 等 式 p(z，4) <е 的 一 
切 点 z 所 成 之 集 轧 为 开 集 ( 这 里 e 之 0 一 一 固定 的 数 ). 

165， 下 之 论断 : Ф 如一 一 闭 集 , 则 之 内 域 的 闭 包 与 吾 相 同 
(BBB E= ВЕ: 若 此 断言 不 真 , WS ES E,EC E 
中 有 一 个 成 立 吗 ? 哪 一 个 就 是 ? 

166， 下 之 论断 :< 车 如 为 开 集 ， 则 恕 之 闭 包 的 内 域 与 相同 
( 即 是 说 如 = 五 )3 正 确 否 ? НИЕ, МУЗ: БОЕ, ЕС 
育 中 有 一 个 成 立 吗 ? 哪 一 个 就 是 ? 

167. 设 f(z) 是 在 轴 0z 上 处 处 有 定义 的 连续 函数 .证明 轴 Ох 
上 使 f(z)>a 的 那 一 切 点 所 成 之 集 已。 为 开 集 (在 直线 Oz E). 

168*. ПЕВНЯЕГО, 1] Е НЯ ЖЯАА«К2)<ВОХН 
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A<B——E j) йу — JES 3k f(z) Pr k Z 3 E С10, 1 空间 内 
УЖ. x 
.169*。 设 f(z) 一 一 [0,11j 上 的 固定 的 连续 消 数 ， 证 明 ， 满 足 
ДУК f(z)2>F(z)WJ—UJEI8 3k f(z) 所 成 之 集 为 ?10, 1 空间 内 
的 开 集 ， 
170， 作 一 个 由 开 集 组 成 的 可 数 序列 ,而 其 交 不 为 开 集 
171， 证 明 数 轴 上 一 切 无 理 点 所 成 之 集 为 G, 型 的 集 ， 
172. 证 明 集 加 之 闭 包 襄 的 下 列 两 种 定义 的 他 价 性 : 
а) É=EUE'; 
6) 到- 一 包含 妃 的 一 切 闲 集 之 公共 部 分 . 
“173， 证 明 集 五 之 内 域 吾 的 下 列 两 种 定义 的 等 价 性 : 
а) Е ЖЕ НАДЯ; 
_ 6) 召 一 一 包含 于 刀 内 之 一 切 开 集 之 和 
174. 证明, 4: РС) — ЧЕ а, 8J 上 连续 , 则 和 集 
Е, ЈЕ; ЈЕ 0: ЈЕ, 10 ° 
ХИТ; Е, — И illa, b] ЕЯ n< fa )<n+1 的 那些 
PT pk Z Ж. 
175. ИЕН, ДЕ БЕ НЕ И а, 6 Ji ЖЗ 1860,5), 
则 结论 不 真 。 
176. 证明 可 数 个 G, 型 的 集 之 交 为 G, 型 的 集 、 
177. 证明 有 限 个 G, 型 的 集 之 和 为 G, Ш. 
178. 证明 可 数 个 了 型 的 集 之 和 为 了 ,型 的 集 ， 
179. 证明 有 限 个 型 的 集 之 交 为 了 型 的 集 ， 
180。 设 48,} 一 一 闭 集 所 成 之 序列 ; 证明 lim E, Е, 型 的 集 . 
对 于 上 极限 陈述 并 证 明 类 似 的 定理 ， 
181， 证 明 形 状 为 п С°) 的 一 切 点 所 成 之 集 在 半 直 线 
[0, 十 0) 上 为 秽 密 集 ( 这 里 7 一 一 一 切 的 有 理 数 )， 
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182， 证 明 形状 为 siny 的 一 切 点 所 成 之 集 在 闭 区 间 [ 一 1, 1] 
上 为 稠密 集 ( 这 里 7 一 一 一 切 的 有 理 数 ). 

183. 证 明 形 状 为 和 的 一 切 数 记 成 之 集 在 数 轴 上 为 处 处 稠密 
集 ( 这 里 7 一 一 一 切 的 有 理 数 ). 


184， 求 形状 为 的 一 切 点 所 成 之 集 的 闲 包 , 这 里 ?与 9 一 
一 切 的 整数 (gq 才 0). 

185， 求 形状 为 2 的 一 切 点 所 成 之 集 的 闭 包 ， 这 里 9 与 
4 一 一 一 切 的 自然 数 . 


186， 求 形状 为 本 -的 一 切 点 所 成 之 集 的 闲 包 ， 这 里 了 与 
2 一 一 异 于 零 的 一 切 整数 ， 

187. 1 f(z)—#E[a, b]J 上 为 连续 的 增 函 数 ; В Е — Е 
[a,5] 上 稠密 的 集 . 证 明 ， 形 状 为 了 CE) 的 点 所 成 之 集 在 线段 [f(a)， 
f(2)] 上 稠密 , 这 里 СР, 

188. 设 召 为 在 直线 上 具有 下 述 性 质 的 集 , 对 于 任意 二 点 z € 
Е Pj х,СЕ ОХ > <zx,) ЕДЕ ЕЕ 合 条 件 Xz 二 :rs 过 x:， 设 4= 
ЕВ, 5 一 supB， 可 否 断 定 集 召 在 Lo, 5] 上 处 处 稠密 ? 具有 所 说 的 
性 质 的 集 能 否 在 [a,5] 上 无 处 稠密 ? 

189， 作 出 一 个 可 数 的 集 族 , 其 中 之 元 为 两 两 互 不 相交 的 可 数 
集 , 且 每 一 个 集 丝 在 直线 上 处 处 稠密 . 

190. 设 5 一 无 理 数 .证 明 形状 为 m 十 ne 的 一 切 数 所 成 之 ` 
集 在 直线 上 处 处 稠密 (其 中 避 与 4 一 一 一切 的 整数 ). 

191， 设 5 一 一 无 理 数 。 形 状 为 mn 十 nc 的 一 切 数 所 成 之 集 , 在 
直线 上 是 任 处 处 稠密 (其 中 ;与 % 一 一 一 切 的 偶数 )? 

192. 证 明 由 位 于 以 原点 为 中 心 的 单位 圆周 厂 上 且 极 角 为 1， 
2, =", n, … 的 点 所 成 之 集 M 在 厂 上 为 处 处 稠密 。 
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193. 证 明 有 具有 理 坐 标的 一 切 点 所 成 之 集 在 平 盏 上 处 处 称 窗 ， 

194*. 证 明 一 切 多 项 式 所 成 之 集 在 CL0, 1] 空 司 内 处 处 稠密 . 

提示 .利用 维尔 斯 特 拉 舌 (Weierstrass) 关 于 请 £ OK K LH] 
区 间 上 连续 函数 的 定理 (参阅 第 9 童 引言 中 的 定理 1), 

195*. 证 明 具 有 理 系 数 的 一 切 多 项 式 所 成 之 集 在 CL0,1j 空 
间 内 处 处 稠密 ， 

196. 证 明康 托 集 忆 在 数 轴 上 无 处 稠密 . 

197*， 证 明 一 切 国 数 一 一 常数 уа, [aED(D- 一 康 托 集 )] 所 
ЖОЖ ЕЖЕ C[0, 菇 空间 内 无 处 稠密 ， 

198*. 证 明 形 状 为 g=rw2z(x 一 一 整数 ) 的 一 切 国 数 所 成 之 集 
在 CL0,1j 空 间 内 无 处 稠密 . 

199， 用 下 面 的 方法 在 闭 区 闻 [0, 1] ЕЖЕ: 已 给 正 数 的 降 


序列 mo，… 合 Soj= 4<1， 从 [0, 1 中 去 掉 中 心 在 闭 区 间 中 
点 , 而 长 为 m 的 开 区 间 ; 其 次 ， 从 剩 下 的 两 个 闭 区 间 中 去 掉 中 心 在 
这 些 闲 区 间 中 点 , 而 长 为 地 的 开 区 间 ; 再 其 次 ， 从 剩 下 的 四 个 闲 区 | 


间 中 去 掉 中 心 在 这 些 闭 区 间 中 点 ， 而 长 为 22 的 开 区 间 , 等 等 ; 在 如 


此 作 可 数 多 次 之 后 ， 剩 下 的 集 记 为 召 证 明 五 在 L0，1jJ 上 无 处 笛 

200. 证 明 , 在 线段 [0, 1] 上 的 点 , 其 十 进位 小 数 表示 式 中 无 数 
字 4 和 5 的 这 些 皮 所 组 成 之 集 召 为 无 处 稠密 的 后 集 ， 

201. 由 而 且 仅 由 在 十 进位 小 数 表 示 式 中 无 2 和 6 这 两 个 数 
字 连 续 并 排 在 一 起 ( 按 这 里 所 示 之 顺序 ) 的 这 一 切 点 所 成 之 集 是 否 
在 直线 上 为 无 处 稠密 ? 

202， 闭 区 间 [0, 1] 上 在 十 进位 小 数 表示 式 中 缺 数字 5 的 这 些 
无 理 数 所 成 之 集 召 是 否 为 闭 集 ? 若 不 是 ， 则 其 闭 包 是 什么 ? 该 集 
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Дун БЕЛАЯ 

203， 设 4 一 一 在 吉 线 上 无 处 稠密 的 集 , 证 明 它 的 闭 包 也 是 无 
处 稠密 的 集 . | 

204. i 4 一 一 在 直线 上 无 处 稠密 的 集 ， 证 明 它 的 余 集 C4 在 
直线 上 处 处 稠密 , ини: 《直线 上 处 处 稠密 集 的 余 集 为 无 处 稠密 
的 集 3 是 否 成 并 ? 

205， 下 述 定 理 : 《在 直线 上 处 处 稠密 的 开 集 之 余 集 为 无 处 稠 
密 的 集 3 是 否 正 确 ? 

206. 证 明定 理 : 《 闭 集 在 直线 上 为 无 处 稠密 的 必要 充分 条 件 
是 : 直线 上 任何 开 区 间 内 至 少 能 找到 一 点 不 属于 此 集 >， 

207， 对 于 在 平面 上 的 集 来 叙述 习题 203 一 206， 并 解 这 些 
Л. 
208. 证 明 在 空间 R (DZ $h) 内 有 限 个 无 处 稠密 的 集 Е, 
Е, Е, 21 有 在 玉 中 无 处 稠密 ， 此 结论 对 于 可 数 个 无 处 稠密 
的 集 之 和 是 否 仍 然 成 立 ? 


第 7 章 ” 开 集 与 闭 集 ( 续 ) 


在 第 5 章 引 言 中 所 述 集 合 的 性 质 对 和 干 在 任何 度量 空间 (因此 ， 欧 氏 空间 
也 包括 在 内 ) 中 的 开 集 与 闭 集 都 成 立 。 下 面 将 要 研究 的 集 之 性 质 使 用 了 欧 氏 
空间 的 特殊 人 性质 ， 对 于 欧 氏 空间 的 集 为 真 的 这 些 性 质 ， 一 般 说 来 ， 对 于 任意 
空间 中 的 集 不 再 是 正确 的 了 ， 
”在 欧 民 空间 内 的 集 的 性 质 ， 空 间 甩 中 的 集 如 ,车 从 辐 定 的 点 (例如 , МЕ 
点 ) 到 集 召 的 任何 点 的 距离 都 不 超过 某 一 个 数 ， 则 称 集 互 在 空间 请 中 是 有 界 
的 ， 

有 界 集 至 中 点 与 点 之 间 的 所 有 距离 之 上 和 确 界 称 为 集 召 的 直径 : 
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diamE=supo(z, g) 
сЕ 
设 Zu zz，… Zn，… 为 定 间 砚 的 元 所 成 之 序列 ; 设 a CR 若 对 于 任 给 的 
£>>0, ЕН ЖЕН МС ЖЖ =), 使 对 于 一 切 的 数 n> N, 有 不 等 式 
p(z,, a) <e. 
成 立 , 则 称 上 述 序列 zb za е ЕЕ a€R. 
者 序列 收敛 于 元 а, Иа 为 序列 的 极限 2, 记 为 : a=limz,. 


任何 收敛 序列 入 有 界 〈 这 意味 着 它 的 元 所 成 之 集 有 界 ) ， 但 非 任何 有 界 
序列 尼 收 敛 ， 在 欧 氏 空间 中 , 序列 收敛 的 必要 充分 条 件 如 下 : 
柯 西 (Cauchy) 准 则 9%。 欧 氏 室 间 中 的 点 列 
Th Ts Ts .... ТР, (1) 


А маны h Y VIGIA AA s IAT A A ДААД 


n— N, m> N, Я O(z,,3 га) <е. 
除 序 列 (1) 之 外 , 我 们 还 要 研究 它 的 一 切 的 子 席 列 


х3, "5 р *** 
其 中 n < паа пе . ЯК, Му Е В Е У: 7 ВВС, Bë 
于 同一 个 极限 .但 是 , 从 序列 (1) 发 散 完 全 不 能 推出 其 一 切 于 序列 都 发 散 , 
如 我 们 所 知 , 序列 的 有 界 性 还 不 是 它 疏 敏 的 充分 条 件 . 但 序列 的 有 锚 性 
则 是 它 存在 收敛 子 序列 的 充分 条 件 . 
波 尔 察 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 (Bolzano-Weierstrass) Я. ЖТИ ЕС 5 |А] р 


的 点 列 有 界 , МЕБ ЕЕ, 
由 此 定理 得 出 重要 的 推论 欧 氏 空间 的 任何 无 限 的 有 界 集 至 少 有 二 个 
极限 点 


Ф НЯЖЮЕХ Е ИНЕМЕХИ ХИ РАЈНЕ ХК БЫ РВС ЕС 5 АА 
意义 , 而 且 对 于 任何 度量 空间 也 有 意义 ， 

© 柯 西 准 由 不 仅 在 欢 色 空间 成 立 , 而 且 在 革 些 其 它 空间 也 或 立 ， 这 样 的 空间 称 
为 完备 空间 ， 我 们 给 出 完备 空间 的 精确 定义 : 

”空间 网 元 素 序列 {zn}， 若 对 任 给 se>0， 存 在 这 样 的 数 W， 使 对 一 切 的 xy N, 
т> N, # (zw хт) <: ШАА. 

易 知 收敛 序列 便 为 基本 序列 ， 但 了 逆 例题 则 不 是 在 任何 空间 都 成 立 . 

车 空间 五 的 元 素 押 成 之 任何 基本 序列 都 收 敏 于 此 空间 的 某 一 个 元 素 , 则 称 空 间 RB 


为 元 省 空间 . 


i а ны i HPP THA. р тараа 7 ТАНА ss 


康 托 定理 ， 设 A, сени, 会 条 件 A2A2:..—A,. 
x и 
允 冀 定理 ， 设 已 给 某 一 个 集 族 {4:y( 例 如 ， 某 些 开 区 各 的 集 族 或 某 些 闭 
区 间 的 集 族 )、 若 U А: 包含 集 E, Жи (Ар ЖЕ и, 车 集 
š 


ЖАПЕ TER РАМН 3E A;, 则 称 此 覆盖 为 有 限 覆 盖 ; 若 集 族 44 引 是 无 
限 的 , 则 说 是 无 限 覆 次 .特别 是 , 若 集 族 14:} 是 可 数 的 ， 则 说 是 可 数 覆 盖 . 
海 因 - 波 雷 卫 (Heine-Borel) 定理 ， 若 欧 氏 空间 内 为 有 界 闭 集 五 被 某 一 


| 


АЗ ВЕСЕ, 则 从 中 必 可 选 出 有 限 个 邻 域 也 同 桩 绪 盖 了 集 E. 


这 可 简 述 为 : 《从 有 界 闲 集 的 以 开 邻 域 作成 之 任何 覆盖 中 可 选 出 该 集 的 
HSE s>. 

欧 氏 空间 中 闭 集 之 间 的 距离 .车 4 与 为 欧 氏 空间 内 的 有 界 闭 集 , WI ñ: 
集 4 内 可 找到 一 点 .Qu, 在 集 互 内 -一 -点 本 使 得 p(a, b) = p(A, В). (Т 
Да ИНЕТ ЖИВИ 


имал 


共 点 ， 

这 些 定理 当 闭 集中 的 一 个 有 界 ， 而 另 一 个 无 界 的 情况 仍然 成 立 ， 但 是 ， 
这 些 定理 对 于 两 个 无 界 闭 集 就 不 再 是 真 的 了 . 

凝聚 点 ， 设 名 为 欧 氏 空间 内 的 点 集 ， 车 在 点 z 的 任何 邻 咸 内 都 包含 有 
E 中 的 不 可 数 的 无 限 点 集 , ЖЕНИ ЖЕНГЕ T E, а 
以 不 属于 Е. BE, 加 一 不 可 数 集 , ШЕФА ЕЕ. НЕ, 车 
一 个 集 没 有 属于 读 集 本 身 的 凝聚 点 , 则 它 至 多 是 一 个 可 数 集 . 

Н (包括 属于 集 五 的 以 及 不 属于 集 召 的 ) 所 成 之 集 是 一 完备 集 
(无 论 原来 的 吾 是 什么 样 的 集 ). 

ХЕ E F, E h 53 E Z 凝聚 点 的 那些 点 所 成 之 集 至 多 是 一 个 可 
ж. 

闭 集 与 完备 集 的 势 ， 若 一 一 欧 氏 空间 内 的 非 空 完备 集 , 则 它 具 有 连续 
统 的 热 . 


ура 197и жен ср ААА = 


@D， 即 是 说 ,车 集 已 在 直线 上 , 邻 域 即 开 区 间 ;， 车厂 在 平面 上 , 邻 域 即 开 圆 ， 潜 £ 
在 三 维 空间 内 , 邻 域 即 开 球 , 等 等 ， 
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车 刀 一 欧 氏 空 间 内 非 可 数 闲 集 , 则 它 可 表 为 完备 集 (在 聚 点 的 集 ) 与 至 
多 不 可 数 的 集 之 和 ( 康 托 -本 犹 克 松 (Contor-Bendickson) ЕЖ), 

由 此 推 知 , 欧 氏 空间 内 任何 闭 集 或 至 多 是 可 数 集 , gk B. PE PE DE D bk. 

直线 上 的 开 集 , НЯ, 完备 集 的 构造 ， 直线 上 的 任何 开 : 夫 @ 可 表 为 (并 且 
是 唯一 的 方法 ) 有 了 跟 个 或 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 开 区 间 之 科 ， 这 些 开 区 间 称 
为 集 G 的 构成 区 间 ， 构 成 区 间 中 有 的 可 能 是 如 下 的 无 穷 区 间 : (оо, а), 
(6, Коо), ( — co, + co). 

EK ЕЕ РЕЛЕ ЛР РЖ Н.Н 
HJ JF < lB] iq 1] ен РКО, ЕП ЕВ УР Iti 
叭 一 确定 的 )， 知 财 集 五 是 有 办 的 (并 且 ШР=а, supF= 二 58; ， 则 所 说 的 邻接 
区 间 通 稍 是 指 仅 在 闲 区 间 [a, b] ЕН. 

闭 集 为 完备 集 的 充 要 条 件 是 任意 一 对 邻接 区 间 都 无 公 泪 端点 ， 


J 是 


209. 已 给 数列 CC 已 知 其 下 列 各 子 序列 都 
Hx 96: 


С, (Is, 25, Чт, 3 @5р_ 1, **° 
5, в, 10, G. 4, ..., Соор 1).2, .'. 


Я, 4:2, 090, 208, **’, ок -1).21, *** 


@2', @3.5*, 5.21, @т.9°, CO 


тт НАХ Т] —НУЖ b. НЕЕ EL ЛБ: 967 
210. Са, дз, ap 已 知 它 的 两 个 子 序列 
(Qo Чт, Gy 
(o aa On *** 
者 收 敛 于 相同 的 极限 b ( фа (ть, то, 2 
} 总 合 起 来 组 成 全 体 自然 数 的 集 )， 证 明 , 已 给 序列 也 收敛 ( 且 收 
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化 于 相同 的 极限 )，. 

211*。 举 例 表明 CLa，58] 内 有 这 样 的 有 界 序列 (fa(7))( 对 于 
一 切 的 n, р(Р,, 0) < A), 从 这 序列 中 选 不 出 收敛 的 子 序列 . 

212. 1". ЧЕН, 1 R 一 一 完备 度量 空间 ， 而 一 一 它 的 团子 
集 , 则 召 也 为 完备 度量 空间 . 

212. 2*. 设 R 一 一 任何 的 (完备 或 非 完 备 的 ) 度量 空间 ， 
Е ЕАР. ШЕ 4652 М. 

212. 3*. 2 01—1,1]_—— 01-1, 1 上 有 具有 距离 p 小 9) = 


| 10) 90) 10202 В Я № 115) 的 连续 函数 空间 . ЗЕМ 


C,[ 一 1,1] 一 一 非 完 和 鲁 空 间 . 

212，4*， 证 明 Cfa,58] 一 一 完备 空间 . 

212. 5*， 证 明 由 Cfa，8] 内 满足 不 等 式 A< f(z < BGx Е 
4<<B 一 一 已 知 数 ) 的 一 切 连 续 函 数 所 组 成 的 子 空 间 为 完备 空间 . 

212，6”. 设 F(T) 与 G(Y) 一 一 在 La,，8] 上 连续 且 在 La, b) E 
处 处 满足 不 等 式 了 了 (7) 二 G(z) 的 两 个 确定 的 函数 .证 明 由 Са, 6. 
内 满足 不 等 式 F(z)<f(z)<XG(az ) 的 一 切 连续 泌 数 从 Y) 所 组 成 的 
子 空 间 为 完备 空间 ， 

213， 在 平面 上 可 数 集 玉 可否 有 极限 点 组 成 连续 统 , 而 且 其 中 
一 点 也 不 属于 集 加 本 身 ? | 

214. ЩЕНКИ E нро НЕЕ, 而 
且 集 五 的 极限 点 中 , АЪЛА Т Ет 

215. 证 明 在 线段 上 的 不 可 数 集 ， 它 至 少 有 一 凝 察 点 存在 ; 用 
顺 次 把 基本 线段 2 等 分 ， 然 后 4 等 分 ， 8 等 分 等 等 的 方法 进行 
证 明 . 

216. 设 4 与 4 一 一 平面 上 的 两 个 集 ，B, 与 B 一 一 它们 的 
凝聚 点 所 成 之 集 ， 证 明 А. ОА, НЕ ПС ЖЖ ВОВ, 
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相同 . 

217，、 上 述 定理 可 否 推广 到 平面 上 的 可 数 个 集 41, А, +66, А, 
… 有 的 情形 ? 

为 了 下 面 的 需要 , 我 们 给 出 联络 集 的 定义 ， 

Лр 到 ， 若 能 表 为 两 个 非 空 集 乙 和 五 =4JB 使 得 集 召 的 接触 
点 中 无 一 点 被 4 所 包含 ， 集 4 的 接触 点 中 无 一 点 被 所 包含; ИЖЕ ЕВ 
— 医 万 不 能 表 为 具 上 述 性 质 的 非 空 集 4 与 之 和 , ЖЕНЕ 

218， 证 明 , 集 轧 为 联络 集 的 必要 充分 条 件 是 ; ЕЖЕ 
两 个 非 空 集 之 和 召 =AUB, 对 于 4,B 满足 : 

(АПВ) Ц (BNA)= 9. 

219， 设 一 一 闭 集 ， 证明, 集 召 为 联络 集 的 充 要 条 件 是 ; 它 
不 能 表 为 两 个 互 不 相交 的 非 空 闭 集 之 和 的 形式 . 

220. 证 明 , 若 集 召 为 联络 集 , РЕМИ Е ФА Я 
ВН НИ ЖЕ. 

221. ЕН, 于 区 邮 为 联络 集 . 

222. 1) 证 骨 , 闭 圆 为 联络 集 ，2) ПЕНЯ, 财 球 为 联络 集 . 

223. Е, 与 8 一 一 交 为 非 空 的 两 个 联络 集 ， 证 明 , ЖЕ= 
E U E, 也 为 联络 集 ，, 

224， 证 明 , 对 于 直线 上 的 集 ,下 述 结论 :< 直线 上 的 集 为 联络 
集 的 必要 充分 条 件 为 : 对 于 任意 二 点 z CE 与 z,CE, Вх, z,] 
Шаа РЖ Е г. 

225. ПЕНН, 下 列 各 个 集 为 直线 上 的 联络 集 : 3) 闭 区 间 [o, 6]; 
6) ХБН (а, 6); в) ИХ Н (а, 6]; г) ЗЕЙ 1810, 0); д) jÉ 
直线 [a, +оо); е) 82 (0, оо); ж) 28 (— оо, а]; 3) 半 
9.28 (— 00, а); и) 全 直线 (一 co, Гоо); к) 单 点 集 ; л) 2, 

证 明 ， 除 了 a) 一 和 ) 类 型 的 集 之 外 (对 于 一 切 可 能 的 a 与 6， 
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a<b), 直线 上 其 它 的 集 一 个 也 不 是 联络 集 . 

226， 证 明 , 平面 为 联络 集 . 

227. 证 明 , 若 对 于 集 刀 的 任何 二 点 ， 可 找到 联络 集 名 包含 这 
р Im Q $k & +T E W, ШЕ ЖЕ. 

228. 证 明 , 平面 上 的 开 圆 为 联络 集 . 

229. 证 明 , 平面 上 的 开 圆 不 能 表 成 两 个 非 空 而 不 相交 的 两 个 
开 集 之 和 ， x 

230. 证 明 ， 在 平面 上 不 存在 同时 既是 开 集 又 是 闭 集 的 集 ( 空 
集 与 全 平面 除外 ). 

231. 证 明 ， 在 直线 上 不 存在 同时 既是 开 集 又 是 闭 集 的 集 ( 空 
集 与 全 轴 除 外 )， 

232. 平面 上 的 开 贺 可 否 表 为 两 个 异 于 全 平面 的 开 集 之 交 , 而 
此 两 个 开 集 之 和 组 成 全 平面 ? x 

233. 举例 表明 ， 两 个 不 相交 的 闭 集 之 间 的 距离 可 以 等 于 零 
ЕЕ 9 дЕ 36 9-07). 

234， 举 这 样 两 个 无 界 闭 集 4 与 吾 的 例子 ， 使 D(4, В) =1 E. 
不 存在 点 aE4 H ЄВ, p(a,b)=1. 

] 


235、 已 给 可 孝 闲 集 一 10, 1 am PFH: 


пее) (8.148), (1 1,142) (хе 15е). 
Се, е) ТО зн 。 一 小 于 的 已 知 正 数 ， 从 这 个 开 区 
则 组 中 选 出 种 盖 集 如 的 有 限 组 . 

236， 已 给 可 数 集 E= Í1, 


11 
2’ 4° 9 1: 开 区 1928: 
1-2 1-е 一 2 1-+е\ _ 
(1— ғ, 1+), (2% 2 ) ‚(: 2" ? 2" ) 


Waw ГЕ, 这 里 0о<г<> РРР 
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hE и ле 


237. 已 给 可 数 闭 集 Е = (1, 2, З, ...л, ‚|. 1х. 18] 的 无 限 给， 
(1—e,1+e), (2—e,2+e), (3—e,3+e),., (пре, nte),. 


ВЕТ, 这 里 0<e 一 ， 从 此 覆盖 中 能 否 选 出 有 限 禾 盖 ? 
238， 考 虑 中 心 在 点 0 的 开 单位 加 E; 作 半径 为 款 的 同心 圆 局 
C, 又 作 中 心 在 圆周 C 上 ,半径 为 5 的 一 切 可 能 的 开 圆 族 ， 这 些 开 


[НХ ГЕИ. ПЕНН, 从 此 覆盖 中 不 能 选 出 有 限 履 盖 . 
239。 于 习题 238 Не Е ИЕ, 从 中 能 否 选 出 
可 数 覆 盖 ? 
240， 于 习题 238 中 所 考虑 的 开 贺 族 完全 覆盖 了 中 心 在 点 O， 


半径 为 1 一 e 的 闲 贺 (这 里 < 一 一 已 知 数 ， 0<е< 5) 如 何 从 这 个 


覆盖 中 选 出 有 限 覆 盖 ? 

241. 证明， 在 平面 上 有 开 贺 所 组 成 之 可 数 序列 а, Gs。，….， 
G, …, 它 具 有 性 质 : 任何 开 集 召 是 此 序列 中 某 些 圆 的 全 体 之 和 . 

242， 证 明 ， 在 平面 上 任意 集 刀 的 由 开 集 作成 的 任何 覆盖 中 
可 选 出 此 集 的 可 数 覆 盖 . 

243。 举 出 在 直线 上 的 有 界 开 集 被 诸 邻 域 所 履 盖 , 而 不 能 从 这 
个 覆盖 中 选 出 有 限 覆 盖 的 例子 | 

244， 下 述 定理 : 《从 有 界 闲 集 的 由 闭 邻 域 组 成 之 任何 覆盖 中 
可 选 出 有 限 覆 盖 ? 是 正确 的 吗 ? 〈 开 邻 域 的 闲 包 称 为 闲 邻 域 . ) 

245， 下 述 定理 : 《从 有 界 闭 集 的 由 开 集 组 成 之 任何 覆盖 中 可 
ДН УЕ? 

246. "УЖЕ R 1ESEBRPF ВСУ Е еар Е HU 08 
覆盖 , 则 称 集 五 是 致密 的 .证 明 , 任何 致密 集 为 有 界 闭 集 . 

247*。 举 例 表 明 , 在 C 空间 内 存在 非 致 密 的 有 界 闭 集 . 

248. 证明, 老 刀 一 -直线 上 无 处 稠密 点 集 , 则 形状 为 z 十 e( 这 
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里 z€ E, a>0 的 定数 ) 的 点 所 成 之 集 4 也 无 处 稠密 . 
249. ЕН ЕАН; 4 一 一 集 召 的 任何 有 限 
Ж. ПЕН, Ж АХА 在 直线 上 也 处 处 稠密 . 
250。 在 直线 上 是 否 和 存在 两 个 处 处 稠密 的 不 可 数 集 ， 而 它们 的 
АХ ЕЗ Е 3 
251. НЕША БАУ Ар s£ El kE: Bz, Ву n] 3 Ik 
Е,, Е», "+, E... 


使 诸 集 中 任何 两 个 之 交 为 空 集 ( 即 是 说 , РЕ М BJ) msn, В, ПЕ, 
= Ф )7 
252. ПЕНЯ, ЕА БАЕТА ЕВЕ ИН B san] Р 
Е, 合 E= B. 
为 了 下 面 (习题 253 一 257) 的 需要 ， се ig 
设 五 为 直线 上 的 点 集 , 又 已 给 数列 a,, аз, , 若 对 于 每 一 点 z SF. 
存在 有 收敛 了 于 ze 的 子 序列 : а.а, и ак, в А ВСН ЕН T. PF P| ë 
收敛 于 五 中 的 菜 一 点 , 则 称 集 卫 为 忆 给 数列 的 极限 入 
253， 作 一 个 序列 , 其 极限 集 为 空 集 . 
254， 证 明 , 车 某 序列 之 极限 集 为 空 集 , 则 此 序列 的 各 项 之 模 
所 成 之 序列 收敛 于 二 оо, x 
255， 作 一 个 序列 , RARE АЯ, 
256、 证 明 , 任何 序列 的 极限 集 为 闭 集 . x 
257. 证 明 , 对 于 直线 上 任何 的 财 集 已 ， 可 作 一 个 以 下 为 极限 ， 
集 的 序列 . / 
我 们 现在 引入 将 在 习题 258 一 267 中 所 需 用 的 级 数 之 部 分 和 的 概念 ， = 


考虑 绝对 收敛 级 数 > U,. W Пе {mu nz ns3，…} 一 一 自然 数 的 任意 集 


m =1 
(无 限 的 ， 有 限 的 或 空 的 )， 下 之 和 数 : su, 你 为 级 数 0， 的 对 应 于 集 
n€ | та 
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[之 部 分 和 (特别 是 , 数 0 为 对 应 于 自然 数 的 空 集 之 部 分 沽 ,级 数 之 ,Us 之 和 
为 对 应 于 全 体 自然 数 的 集 之 部 分 和 ). 
258， 作 一 个 正 项 级 数 ， 使 其 一 切 部 分 和 之 集 与 闭 区 间 [0,， 11 
相同 . x x 

259， 作 一 个 正 项 级 数 ,使 其 一 切 部 分 和 之 集 与 康 托 的 完备 集 
м. = 
” 260. 证 明 , 正 项 收敛 级 数 的 一 切 部 分 和 所 成 之 集 为 完备 集 . 
_ 261。 设 0 一 一 绝对 收敛 级 数 ; 证 明 , 该 级 数 的 部 分 和 所 成 
之 集 为 用 集 . 

”262， 证 明 , 若 绝 对 收敛 级 数 含有 无 穷 多 异 于 零 的 项 ， 则 其 部 

分 和 所 成 之 集 为 完备 集 . 

263, 证明, 若 绝 对 收敛 级 数 的 和 等 于 s， 则 该 级 数 的 部 分 和 
所 成 之 集 召 关于 点 -2 成 对 称 ( 即 是 说 ,车 xEE, 则 s—z€B). 

264， 绝 对 收 丝 级 数 的 部 分 和 所 成 之 集 能 否 有 孤立 点 ? 这 些 
点 能 否 为 无 穷 多 ? Е 

265. ШУ а, ИЯ, 合 araya ПЕНН F 
之 论断 : 《要 该 级 数 的 部 分 和 所 成 之 集 为 闭 区 间 的 必要 充分 条 件 
是 : 对 于 任意 的 自然 数 %, Е a, < У a, 成立。 


266， 设 Sig, 一 下 项 发 散 级 数 ( 对 一 切 的 %，as>0)， 对 这 
样 的 级 数 易于 拓 广 级 数 之 部 分 和 的 概念 : Н S `a, 收敛 ， 则 它 
пЕЈІ 
的 和 将 称 之 为 原来 的 级 数 之 部 分 和 . 
证 明 , 若 > ,ov 一 正 项 发 散 级 数 , 并且 lima, =0; 则 该 级 数 的 
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一 切 部 分 和 所 成 之 集 为 半 直 线 [0, оо), 
267， 正 项 发 散 级 数 的 一 切 部 分 和 所 成 之 集 能 否 有 无 穷 多 个 
孤立 点 . 
268， 设 G 一 一 直线 上 处 处 稠密 的 开 集 ， 证 明 , 对 于 任意 的 开 
区 间 了 ,可 找到 这 样 的 开 区 间 Го, 合 条 件 : 
I,CING. 
269， 证 明 , 直线 上 处 处 稠密 的 可 数 个 开 集 之 交 是 一 个 处 处 笛 


Е 在 Lo, Б 上 处 处 稠密 的 可 数 个 开 集 之 交 在 直线 上 
县 有 连续 统 的 劳 . x 

271. 证明, 可 数 个 在 直线 上 无 处 稠密 集 的 全 体 之 和 不 能 填 满 
全 直线. 

272. 证 明 ， 有 限 个 或 可 数 个 在 直线 上 处 处 稠密 的 G, 型 集 之 
交 是 处 处 秽 密 的 С, ЖЕ. 

273， 举 出 在 直线 上 处 处 稠密 的 集 所 成 之 序列 E,，B,，…， 
Е, "ЖЕ: E. DE: DE, НПИ: ПЕ, = 
ВН. | 

274. 证 明 , 直线 上 一 切 有 理 数 的 集 不 是 а, 型 集 . 

275. 证 明 , 直线 上 一 切 无 理 数 的 集 不 是 三。 型 集 ， 

276， 设 五 一 一 直线 上 的 任意 可 数 处 处 稠密 集 ， 证 明 , 它 不 是 
G, 型 集 . 

277， 设 玫 一 一 直线 上 可 数 的 处 处 稠密 集 的 余 集 ， 证 明 , 它 不 
是 F. 型 集 ， 

278， 证 明 , 在 任意 半 团 区 间 [Lg，B) 上 的 一 切 有 理 数 的 集 不 是 
Gs 型 集 ; ПЕН, 在 同样 的 半 闭 区 间 上 的 无 理 数 的 集 不 是 了, 型 集 . 

279。 作 出 在 直线 上 既 非 了 ,型 集 , 也 非 G, 型 集 的 集 的 例子 . 

280. 证明, 若 4 二 4 二 …4, 字 … 这 里 4A, 一 一 直线 上 的 非 空 


有 界 闭 集 ( 它 们 的 直径 不 一 定 趋 于 零 ), 则 它们 的 交 非 空 集 . 
281， 设 4 二 4 二 … 字 4 地 … 一 一 非 空 有 界 升 集 的 序列 ; 举 
例 表 明 , 它们 的 交 可 以 是 空 集 . 
282. 证 明 ; ФА, 224,20... A,2..., Ж 4,- 一 -直线 上 的 非 
空 有 界 开 集 , 对 任何 的 m% 有 А, „СА, ДЕТЕ ПА, 非 空 集 . 

_ 283. 证 明定 理 : 若 直线 上 的 有 界 闭 集 序列 4A!,，4:,…, 4,… 合 
条 件 : 这 些 集 的 任意 有 限 全 之 交 非 空 集 , 则 此 序列 的 一 切 集 之 交 也 
ЧЕ. 

284， 若 于 习题 280, 282 与 283 rh, Ж 41, А,, +, А,, Ж 
和 界 的 条 件 被 取消 ,结论 还 成 立 吗 ? 老 不 , 则 举 出 适当 的 例子 . 
285. 可否 把 康 托 集 表 为 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 非 空 半 集 


之 和 ? | 
286， 表 闭 正 方形 为 两 两 互 不 相交 的 连续 势 臣 样 多 个 非 空 宪 
НЕ. 


287. БИА 巴 ， 已 知 该 集中 所 有 二 . 相 蜡 点 之 间 的 
距离 所 成 之 集 的 下 确 界 为 正 的 ， 证 明 集 妃 至 多 可 数 ， 

288， 用 如 表示 康 托 集 的 一 切 邻接 区 间 的 中 点 所 成 之 集 ， 集 
的 导 集 是 什么 ? 它 的 闭 包 再 是 什么 ? 第 二 级 的 导 集 是 什么 ? 如 
何 分 解 五 为 完备 集 与 可 数 集 之 和 ? 

289。， 设 品 一 一 康 托 集 ,U1, U0,，… 一 一 它 的 一 切 邻 接 区 间 (有 
限 长 )， 试 考虑 康 托 集 万 与 诸 闲 区 间 | a+ 各, on 十 3 | 以 及 诸 点 


об a ТО B, 这 里 四 一 开 区 间 忆 ,之 左 端点 
Ó, — ЕК. 

ЖЕ: 若是 , 则 分 解 它 为 完备 集 与 可 数 集 之 和 . 

290， 在 直线 上 已 给 闭 区 间 [a, ББ Р, НИКИ 
点 不 属于 E. Ш, Ж ED [a, b E. 
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291， 在 直线 上 已 给 开 区 间 (x, В) 与 无 处 稠密 的 完备 集 F. VE 
ВЯ, 它们 的 交 或 为 完备 集 或 为 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 完备 集 之 和 . 

292， 在 直线 上 已 给 两 个 无 处 稠密 的 完备 集 已 与 @. 证明, 这 
两 个 集 之 差 PNQ 或 为 完备 集 , 或 为 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 完备 集 
之 和 . x 

293. 证 明 , 可 数 个 无 处 稠密 的 完备 集 之 和 可 表 为 可 数 个 两 两 
互 不 相交 的 无 处 稠密 的 完备 集 之 和 
294. 证明 ， 直 线 不 能 表 为 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 闭 区 疗 
я. = | | 
295. 15181 (а, 6) 可 否 表 为 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 闭 区 辐 
之 和 ? 

296、 闭 区 则 [a,51 可 否 表 为 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 非 空 闭 区 
同 之 和 ? 

297. ЕР НГО, 1] 为 在 闭 区 间 [0, 1] 上 处 处 稠密 且 具 有 下 
列 性 质 的 两 个 不 相交 的 集 4 与 B 之 和 : 对 于 任何 的 & 与 8, 0<а< 
p<1, 交 (%, B) ПА 5 (a, P) ПВ 和 皆 具 有 连续 势 ， 

298. 证明, 康 托 集 具有 下 述 算术 结构 : 它 是 而 且 仅 是 由 闭 区 
闻 50, 1 的 这 样 一 些 点 所 组 成 , 它们 均 能 表 成 在 三 进位 小 数 表示 式 
中 不 含 数字 1 的 三 进位 小 数 , 

299。 康 托 集 的 第 一 类 右 ( 即 邻接 区 同 的 颖 点 ) 的 集 是 什么 样 
的 算术 结构 ? 第 二 类 点 ( 即 康 托 集 的 其 余 的 点 ) 的 集 是 什么 样 的 算 
术 结 构 ? 

300， 求 出 介 于 数 0.1 5 0.2 之 间 的 康 托 集 之 任何 一 个 第 一 类 

301， 求 出 介 于 数 0.05 与 0.1 之 间 的 康 托 集 之 任何 一 个 第 二 
类 的 点 。 能 否 选择 这 样 的 点 , 使 得 它 是 有 理 点 ? 

302， 直 线 上 的 两 个 点 集 必 与 NN, 若 在 它们 的 元 之 间 能 建立 起 
. 44 • 
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保持 顺序 关系 的 一 一 对 应 ЧАТЕ, Е Е.И, Е М, EN у. М, 
1; 对 应 于 у, X. z, у, 则 从 wi 过 zs 导出 <), МЕА E 
мунт, 
ПЕНЯ, РЕ 18110,11 687—0) YE EE A Bu ЕЕЕ А0) 
第 二 类 点 的 集 相 似 ， 
303. МБ ВТО, 1 上 的 一 切 有 理 反 所 成 之 集 与 康 托 集 的 一 切 
第 一 类 点 所 成 之 集 是 否 相似 ? 
304. 证 明 , 6.19100, 1) 的 任何 可 数 且 在 其 上 稠密 的 子 集 与 
该 区 间 的 一 切 二 进 有 理 点 的 集 相 似 . 
305， 包 含 康 托 集 的 第 一 类 点 , 但 第 二 类 点 一 个 也 不 包含 的 开 
[X.R] ЕДЕ? 
306. 证 明 , 在 五 一 一 直线 上 的 非 空 守备 集 ， 则 对 于 任意 的 所 
СЕ, п КЖЕ Ну УСЕ, E z Es y Z B]BJBE Et 2 G EB SX, 
307. 在 直线 上 的 一 切 开 集 所 成 之 集 上 共有 什么 势 ? 
308， 在 平面 上 的 一 切 开 集 所 成 之 集 具有 什么 势 ? (提示 ， 利 
用 习题 241 之 结果 ). 
”309， 在 直线 上 的 一 切 闭 集 所 成 之 集 具 有 什么 势 ? 在 平面 上 
的 呢 ? 
_ 310， 在 直线 上 的 一 切 完备 集 所 成 之 集 具 有 什么 势 ! 在 平面 
上 上 的 呢 ? | 
311. 证 明 , 在 199 一 201 的 例子 中 所 作 诸 集 为 完备 集 . 
312， 在 直线 上 为 无 处 稠密 的 非 空 完 备 集 , 其 一 切 点 均 为 无 理 
点 的 这 种 集 存 在 吗 ? 
313， 设 五 一 一 直线 上 的 任意 可 数 点 集 ， 问 在 直线 上 不 含 集 
E 的 点 之 完备 集 存在 吗 ; 
314. Ж Е —- 18:10, 1 上 的 无 处 稠密 的 完备 集 ， 而 (cl 
B), (&, Ёз), ~, (а„, В»), 一 一 它 的 邻接 ( 开 ) 区 间 。 在 每 一 个 
. 45 。 
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闭 区 间 [@;, 81]Gi=1,2,3,…) 上 作 一 个 无 处 稠密 的 完备 集 8,C (ci 
В.]. 证 明 , 1) 集 如 UB,UE,U…UEB,U… 之 和 集 F 一 一 在 [0,1] 
上 为 完备 且 无 处 稠密 ;2) ЖЕ, Е,, E,, ФУ GT) PC il 
Н.Я ЖЕ Е РИ ОР) БС 8]. 

315. 平面 上 的 一 切 有 理 点 可 编号 如 下 : М, М,, o, М, +. 
(平面 上 的 点 ,车 它 的 两 个 坐标 尼 为 有 理 数 时 称 为 有 理 点 )， 用 o, 


表 中 心 在 点 了,, 半径 为 所 (a 一 已 给 正 数 ) 的 开 圆 ， 证 明 ,平面 上 
(Јо ЕТК, 
316。 在 平面 上 用 下 面 的 方法 作 一 个 集 4: 用 直线 z= 1, 


z= 他 ，y 一 汪 ,y 一 习 分 正方 形 0<x<1,0<y<1 为 9 个 相等 的 正方 
形 ,并 去 掉 中 心 的 开 正方 形 ( 即 正方 形 半 <x< 避 , 寺 <y< 纪 )、， 然 
后 , 把 剩 下 的 8 个 财 正 方形 中 每 个 都 分 为 9 个 相等 的 正方 形 , 并 去 
挥 所 有 中 心 的 开 正 方形 ; 将 此 过 程 无 限 继续 下 去 .在 可 数 次 之 后 ， 
剩 下 的 集 用 4 表示 ( 它 被 称 为 <《 谢 尔 宾 斯 基 (Sierpinski) >). 
证 明 , 该 集 为 客 备 且 无 处 稠密 的 .研究 该 集 的 算术 结构 . 
317， 在 平面 上 用 下 面 的 方法 作 一 个 集 B: а а= 了,z= 
2 уу ПЕ 0<z<1,0<y<1 为 9 个 相等 的 正方 
且 晃 连 于 基本 正方 形 预 点 的 四 个 财 正 方形 称 为 第 一 秩 的 正方 形 ， 
而 它们 的 和 用 В, 记 之 (图 1，(@))， 然 后 把 第 一 秩 正 方形 中 之 每 
一 个 分 为 9 个 相等 的 闲 正 方形 ， 且 它们 当中 紫 连 于 相应 的 第 一 秩 
正方 形 之 顶点 者 称 为 第 二 秩 的 正方 形 ; 所 有 第 二 秩 的 16 个 闭 正方 
Ф ірл, Ж Е 的 邻接 区 间 指 的 是 在 闭 区 间 [ai, Pi] 上 为 集 E, 的 余 集 的 那些 
开 区 间 ， 
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图 1, (а). ж B, 是 未 画 线条 图 1, (5) Ж B, 起 米 画 线条 
所 剩 下 的 部 分 . ЗТ. 


形 之 和 用 В, 记 之 (图 1, (5))， 其 次 , 又 分 每 一 个 第 二 秩 的 正方 形 
为 9 个 相等 的 闲 正方 形 ， 并 称 吡 连 于 第 二 秩 的 相应 正方 形 顶 点 的 
那些 正方 形 为 第 三 秩 的 正方 形 ; 所 有 第 三 秩 的 64 个 闲 正方 形 之 和 
用 Bs 记 之 , ЖИЖ ШИ, В.В, Ву... --UJ В, ВАМ 
分 称 为 < 谢 尔 宾 斯 基 莫 挫 ? 并 用 巨 记 之 : B= ПВ, 


证 明 , B 为 无 处 稠密 的 完备 集 ， 研 究 此 集 的 算术 结构 

318. 在 Оту 平面 上 由 满足 下 列 条件 : 0<zs<1, z€D(D— 
在 Oz 轴 上 的 康 托 集 ) 的 一 切 点 开 (z， 幼 所 组 成 之 集 召 称 为 《 康 托 
F>. ЕВ, 它 为 完备 的 无 处 稠密 集 , РЕН ЖЕН. 

319. Ж 4(< 谢 尔 宾 斯 基地 毯 六 ，3(<《 谢 尔 宾 斯 基 募 翅 ?) 与 五 
(《 康 托 梯 习 可 否 借 助 于 取 余 集 (关于 闭 区 间 [0,1]) 与 交 的 运算 ,用 
康 托 集 来 表示 ? 
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9-8. рН, НЕ е220, ni 3l Е ОВ 
或 可 数 个 开 区 间 组 , ДАЖЕ: 这些 开 区 间 的 长 度 之 和 小 于 es， 则 称 召 为 直线 
ЕЮ. 

直线 于 的 零 - 集 的 例子 ， 任 何 有 限 或 可 数 集 , 康 托 的 完备 集 . 

平面 上 的 零 - 集 加 可 类 似 地 定义 ， 将 有 限 个 或 可 数 个 开 区 间 改 换 为 有 限 
个 或 可 数 个 开关 组 , 它们 的 面积 之 和 小 于 e. 

在 三 维 欧 氏 空 间 内 的 零 - 集 可 类 似 地 定义 ， 

零 - 集 的 性 质 : 1) 零 - 集 之 任何 子 集 是 零 - 集 ; 2) 有 限 个 或 可 数 个 零 - 集 
的 全 体 之 和 是 零 - 集 ;3) 零 - 集 经 可 合 移 动 © 的 结果 是 零 - 集 , 

大- 族 与 波 氏 族 ， 直 线 上 的 集 族 杂 ， 若 具有 下 列 性 质 时 , 称 为 下 - 族 : 

a) 六 包含 一 切 开 区 癌 ， 


6) + М, М, … 属 于 族 野 , 则 它们 的 和 | J М, 也 属于 族 距 ( 即 是 说 


п=1 
Ж РА ЖЖ ЖЕН). 

в) 从 ME 外 ,得 СМ, 关于 取 余 集 是 不 变 的 ). 

г) 从 М1, 88 M.N. H 则 一 一 是 用 向 量 a 对 集合 对 作 可 合 移动 
所 得 之 集 ( 换 言 之 , 下- 族 关 于 可 合 移 动 是 不 变 的 ). 

直线 上 之 五 - 族 的 例子 : 直线 上 的 一 切 集 所 成 之 族 ， 

平面 主 的 五 - 族 可 类 似 地 来 定义 , 只 须 把 第 一 条 性 质 改变 为 : 

a) ЖЯЫ&-- U) JF Ill. 

三 维 空间 肉 的 ~ 族 也 用 这 样 的 方 社 来 定义 ， 

K - 族 的 性 质 ，1) 任何 的 下 - 族 自 身 包含 一 切 开 集 ， 一 切 闭 集 ,一切 F; 
型 与 Gs 型 的 集 . 

2) 任何 K- 族 关于 可 数 交 是 不 变 的 (关于 有 限 交 更 是 不 变 ). 


@ 即 经 某 一 平移 之 后 而 洁 全 重合 的 二 集 称 为 可 全 的，( 译 者 注 ) 
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3) 在 直线 上 存在 有 最 小 的 大- 族 , 即 是 说 , 这 样 的 及 - 族 被 包含 于 直线 上 
的 任何 及 - 族 之 内 ; 在 平面 上 与 在 三 维 空间 内 也 存在 有 最 小 的 及 - 族 , 

定义 ， 在 直线 上 (或 在 平面 上 ， 或 在 空间 内 ) 的 最 小 下 - 族 称 为 在 直线 上 
(或 在 平面 上 , 或 在 空间 内 ) 的 波 氏 族 . 

含 于 波 氏 族 中 的 任何 集 称 为 波 氏 集 或 8- 集 ， 显 然 , 特别 是 在 直线 上 (在 
平面 上 , 在 空间 内 ) 一 切 开 集 , 一 切 闲 集 ， 一 切 Ро 型 与 G4 型 | 的 集 以 及 许多 其 
它 的 集 是 直线 上 (平面 上 , 空间 内 ) 的 B- 集 . 

可 测 集 ， 对 于 集 E, 若 存在 有 这 样 的 B- 集 4 与 这 样 的 零 - 集 & 与 B, 使 
A\aCECAUB， 则 称 集 瑟 为 勒 伯 格 (Lebesgue) 可 测 (НЕНИЯ. № 
言 之 , 3 EE AM: B- 集 之 差 顶 多 是 一 个 零 - 集 , 则 耳 称 为 可 ИЖ. 

可 测 集 的 性 质 : 

1) 任何 B- 集 可 测 . 

2) 任何 零 - 集 可 测 . 

3) 有 限 个 或 可 数 个 可 测 集 的 全 体 之 和 是 可 测 集 ， 

4) 可 测 集 的 余 集 可 测 . 

5) 可 测 集 经 可 合 移 动 的 结果 是 可 测 集 . 

从 性 质 1, 3, 4 5 得 知 , ТЕЖЕ К-Ж. В: 

6) 有 限 个 或 可 数 个 可 测 集 的 全 体 之 交 是 可 测 集 . 

7) 两 个 可 测 集 之 差 是 可 测 集 . 

也 应 当 注 意 , 在 直线 上 (平面 上 , 空间 内 ) 并 非 任何 集 都 可 测 ; 换言之 , 在 
直线 上 (平面 上 , 空间 内 ) 有 不 可 测 集 存 在 ， 此 外 , 不 是 零 - 淋 的 任何 可 测 集 含 
有 不 可 测 子 集 ， 

集 的 测度 ， 满 足下 列 条 件 的 非 负数 mB (НВ) 称 为 直线 上 的 
可 测 集 五 的 线 测 度 : 

а) "ЕЖЫН, W| mE 乃 为 该 区 间 之 长 . 

6) # E,, Е, 妃 ，… 两 两 互 无 公共 点 的 有 限 个 或 可 数 个 可 测 集 ， 则 诸 集 
的 和 之 测度 等 于 它们 的 测度 之 和 ; 


п U Ë, )= BmE,. 
в) 对 任何 可 测 集 与 任意 的 数 e 汪 0, НЕА О, £ TE 
m(GNE)< e. 
平面 上 的 可 测 集 的 面 测度 m 可 类 似 地 定义 , 这 只 要 (在 定义 中 ) 把 条 件 
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a) 改变 为 以 下 的 条 件 : | 

a) ЕЛИ, 则 平面 测度 mE 等 于 沪 贺 的 面积 . 

用 这 样 的 方法 也 可 定义 三 维 空间 中 可 测 集 的 体 测 度 те. 

测度 的 性 质 : 1) 满足 条 件 a), б), 3) 的 线 测度 对 直线 上 的 一 切 可 测 集 是 
惟一 确定 的 ， x 

对 于 面 测度 (关于 平面 上 的 可 测 集 ) 与 体 测 度 (关于 空间 中 的 可 测 集 ) 类 
似 的 性 质 成 立 . 

2) АЗ 8 一 一 两 个 可 测 集 , АВ, Ш 4 之 HB 

3) 若 4 有 一 一 两 个 可 测 集 , R. mB< eo, Ш m( ANB) =тА—тВ. 

4) # E, Е», … 可 测 集 ( 甚 至 可 以 是 相交 的 )， 则 诸 集 的 和 之 测度 不 超过 


它们 的 测度 之 和 : m( J в. ) mB。( 假 定 相 加 的 集 是 有 限 个 或 可 数 


+). 

5) 当 且 仅 当 可 测 集 召 为 零 - 集 时 , 其 测度 为 零 ， 

6) 对 于 任意 的 可 测 集 加 与 任意 的 数 e2>0, ТЕАТРЕ Р, (Е 
т(Е\Е) <е. 

7) 任何 可 测 集 五 的 测度 为 所 有 含 于 五 内 的 闲 集 之 测度 的 上 确 界 ， 与 所 
有 包含 吾 的 开 集 的 测度 之 下 确 界 : 


тЕ =зартЁ =шЁта. 
ЖЕ q> E 


8) 可 测 集 的 测度 对 于 它 的 可 合 移 动 是 不 变 的 . 
9) ЖЕСЕ, Е --——utJ BE ВЕН АНЕ], И Е Z ТАУ N| 
£T L, 的 测度 当 n— co 时 的 极限 : 


m Í U z, )=limmBE,. 
T 


10) т Е ЕЁ. OO 可 测 集 所 组 成 的 降序 列 ， H. тЕ,< ©, 则 诸 
集 之 交 的 测度 等 于 E, 的 测度 当 n— co 时 的 极限 : 


пі Пе. )=limmE,. | 
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320， 证 明 ， 位 于 0х 轴 上 的 任何 集 百 (甚至 该 它 在 直线 上 为 
不 可 测 集 ) 在 Оху 平面 上 可 测 且 它 的 面 测度 等 于 用 . x 

321， 证 明 , 直线 上 (平面 上 也 一 样 ) 一 切 可 测 党 的 全 体 具 有 势 
2 ( 超 连 续 统 ). | 

322， 在 线段 [0，1] 上 作 一 个 完备 的 无 处 稠密 集 ， 共 线 测度 竺 
-F 0.9. 

323， 在 线段 [0, 1] 上 作 一 个 完备 的 无 处 稠密 集 , 具有 已 给 测 
度 a( 这 里 0<а<1), 

324， 在 线段 [0，1] 上 能 否 作出 测度 等 于 1 的 完备 的 无 处 黎 
密集 . x 

325。 在 正方 形 [0,11x[0,1] 上 作 一 个 完备 的 无 处 黎 密 集 , 其 
面 测 度 凑 于 已 给 的 非 负数 a (0<a<1). | 

326. Е 316 中 所 作 的 集 (< 谢 尔 宾 斯 基地 悉 >) 之 面 测度 
等 于 什么 ? 

327， 在 习题 317 ФЕД «ВНЗ ЕЕ») У р 
等 于 什么 ? 

328， 在 习题 318 НАМЕК («ВЕРЕН») 之 面 测度 等 于 什么 ? 

329. TEHH, 直线 上 共有 正 的 线 测 度 p 的 任何 有 界 可 测 集 召 含 
有 测度 为 9 的 可 测 子 集 ( 这 里 9 一 一 小 于 7 的 任意 已 给 正 数 )， 

330. 证明， 直线 上 的 任何 可 测 集 吾 (不 一 定 有 界 )， 合 mE= 
р>0, 则 妃 含 有 测度 为 4 的 可 测 子 集 (这 里 9 一 一 小 于 Pp 的 任意 已 
给 正 数 ). 

331。 设 了 一 一 直线 上 的 可 测 集 , mE=n>0, 而 数 4 一 一 小 于 
p 的 任何 正 数 ， 证 明 , 存在 完备 子 集 ИСЕ, & М=4, 
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332. ПЕНЯ, 具有 正 线 测度 的 任何 可 测 集 有 连续 统 的 势 . 

333. ПЕНЯ, 平面 上 具有 正 的 面 测 度 Dp 的 任何 可 测 集 召 含 有 面 
测度 为 9 的 可 测 子 集 术 ( 这 里 1 二 ?一 一 已 给 正 数 )， 

334. 证 明 , 平面 点 集 M CE (参阅 上 题 ) 可 挑选 为 完备 的 . 

335， 证 明 , 测度 为 无 穷 的 任意 可 测 集 含有 具 预 先 任 意 给 定 正 
测度 4 的 可 测 完 备 子 集 ， 

336， 至 少 含有 一 个 内 点 的 集 之 测度 可 否 等 于 零 ? 

337， 在 线段 [a,8j 上 能 否 作 一 个 线 测度 为 5 一 a, ЯРИ 
线段 的 闭 集 ? 

338， 可 济 集 的 交 Г] F,, 这 里 

Е, Е, ОЕ: ОЕ, 

并 且 对 任意 的 n, mE,= cc。 它 能 否 有 无 穷 测度 7 能 否 有 有 限 测 
Ет ЗИ? 

339. жж []Е„, х E,CE,CE,C-.-.CE,-.., Е 


Е, 的 测度 为 有限。 它 能 否 有 有 限 测 度 ? 这 个 和 集 能 省 有 无 穷 测 
ВЕТ 

340. 3; Е— #0, ПЕ М KOS NE PH 8 Pay br 8. Е 
ñ p ЖЕНУ — UJ A САХ 28 Н ЖЕ uk y h 3k nl) 所 成 
之 集 . 证明, XME3 Н.Е ХЕ. 

341. 在 直线 上 作 一 个 与 半 闭 区 间 (0,1] 为 相似 号 的 零 测 度 集 ， 

342， 在 直线 上 作 一 个 与 康 托 完备 集 为 相似 的 具 已 给 正 测 度 
u>0 Ж. 

343， 直 线 上 的 无 界 可 油 集 能 否 有 有 限 的 正 测度 ? 

344， 证 明 ， 直 线 上 而 度 为 零 的 任何 非 空 闭 集 为 无 处 稠密 的 ， 
对 于 平面 以 及 对 于 三 维 空 间 的 情形 求证 类 似 的 问题 . 
о 两 个 集 相似 的 定义 参阅 302 4. (ЕЁ) 
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345， 设 在 线段 10，1] 上 集 忆 有 堆 测 度 ， 它 的 闵 包 妃 是 否 也 
为 零 测 度 集 ? 

346， 设 在 线段 10, 1] ЕЖЕЖЖНЕНЕНЯ ЕР. Е 
О Е Е ХИ 0 

347. ПЕНН, 车 一 一 在 直线 上 的 正 测 度 可 测 集 , 则 在 该 集 内 
可 找到 这 样 的 一 些 点 , 它们 之 间 的 距离 为 无 理 数 ， 

348. 设 一 一 一 在 线段 [ae, 0] 上 的 具 正 测度 之 可 测 集 , 证 明 , 在 
该 集中 至 少 可 找到 一 对 点 , 它们 之 间 的 距离 为 有理 激 ， 

349， 证 明 , 若 妃 一 一 数 轴 上 的 具 正 测度 之 无 错 集 ， 则 在 该 集 
中 至 少 可 找到 一 对 点 , 它们 之 间 的 距离 为 有 理 数 . 

350. 证明， 对 于 每 一 个 可 测 集 五 可 作 这 样 一 个 了 型 的 集 A 
与 这 样 一 个 G, 型 的 集 B, ША: 1) АСЕСВ; 2) m(ENA)= 0; 
m(B\E)=0. 

Е. НЕМУ ЛУНА, 则 条 件 2) 等 价 于 mE=m4=mB; 
# тЕ = o, 则 条 件 2) ИЕ, mE=mA=mB Ж. 

351. 由 线段 L0，1]j 中 展 为 十 进位 小 数 时 ， 不 盆 数 宇 7 的 一 切 
点 所 成 之 集 有 什么 样 的 构造 和 什么 样 的 测度 ? 

352. 由 线段 [0, 11] 中 展 为 十 进位 小 数 时 , 不 能 没有 数字 7 的 
一 切 点 所 成 之 集 有 什么 样 的 构造 和 什么 样 的 测度 ! 

353。 直 线 上 在 十 进位 小 数 表 示 式 中 , 不 用 数字 7 的 一 切 点 所 
成 之 集 有 什么 样 的 构造 和 测度 ? 

354. 线段 [0, 1 上 在 十 进位 无 尽 小 数 表示 式 书 ， 出 现 由 1 到 
9 的 数字 的 点 所 成 之 集 有 什么 样 的 构造 和 什么 样 的 测度 ? 

355. 线段 [0, 1] 上 在 十 进位 表示 式 中 , 无 数字 2, 2, 2 接连 并 
排 的 这 一 切 点 所 成 之 集 有 什么 样 的 构造 和 什么 样 的 测度 ? 

356。 以 康 托 集 的 每 一 点 为 中 心 ， 画 长 为 0.1 的 开 区 间 ; 一 切 
这 些 区 闻 之 和 集 的 测度 等 于 什么 
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| 357. 用 (ci， b,) 3 (a, b,) ys (а,, b.) 》 表示 闭 区 间 [0， 1 上 
测度 为 0.6 的 完备 的 无 处 稠密 集 已 的 邻接 区 间 ( 并 且 ЕЕ 0, 


sup 刀 =1)， 以 每 一 点 a, О, 画 长 为 “一 竺 的 开 区 间 wi， 又 以 


每 一 点 5 为 中 心 ， 夯 这 样 的 开 区 间 oi( 长 为 “本 和)， 集 ( Us.) 
U ( U ПЕ T 38 42 Ет 集 ( Ц») U Í Uz) 测度 是 


什么 ? | 

358。 正 方形 [0, 1] x[0, 1] 中 两 个 坐标 都 是 无 理 数 的 一 切 点 
所 成 之 集 用 召 来 表示 ， 作 一 个 完备 子 集 MCE, 使 集 M 的 面 测度 
A= JE BJ, 

359. 线段 [0，1j] 可 否 表 为 两 个 不 相交 的 可 测 集 4 与 之 和 ， 
使 对 任何 的 开 区 则 (4, b) CL0,1j 有 ; m\(a, 6) ПА) 20 5; m (a, 
b) П.В) >0 成 并 ? 

360， 在 线段 Lo 2j 上 可 数 个 完备 的 无 处 稠密 集 之 和 能 否 有 测 
度 为 一 6 

361， 在 线段 fu, Dj 上 两 两 互 不 相交 的 可 数 个 完备 的 无 处 稠密 
集 之 和 可 否 有 测度 5 一 a? 

362， 在 闭 区 间 [0,1J 上 测度 为 霍 的 不 可 数 稠密 ' 集 是 否 存在 ? 

363. 5 Е,, В», +. ——т 88510, 1. ЕЯ РИТЕ ЯН 
序列 : 对 任何 的 е2>0, Juk А-Я ОХ ЕЕ НУ Е, Е mE > 
1—е. 证明, 这 些 集 之 和 的 测度 守 于 1, 

364、 在 线段 [0，1] 上 已 给 两 个 可 测 集 4, БА, #: ТА, 
mm .42 之 1， 证 明 , 交 4 门 4 有 正 测度 . x 

365. 在 线段 [0,1] 上 已 给 2 个 可 测 集 41, 4;,…，4; 合 条 件 ， 
它们 的 测度 之 和 大 于 2 一 1: | 

тА, Ета... mÀ,2>n—l1l. 

• 941 є 


HEB, 交 Па 有 正 测度 . 


366. іх 一 在 直线 上 的 不 可 测 集 而 4 一- 在 同一 直线 上 
НЕ. 1995, Ж ЕПСА 不 可 测 . 
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_— 第 二 部 分 
函数 论 — 


ли ”映射 的 一 般 理论 


НЕЖИН z, 按 确定 的 规律 , 使 集 工 中 某 一 完全 确定 的 点 9 与 
Е, МИ В Геи; КЛЕН ВЕ ВНЖ. 
并 且 称 号 为 函数 的 定义 域 或 函数 的 定义 集 . 

我 们 用 f(x) 表示 定义 于 五 内 而 取 值 十 工 中 的 任何 函数 ， 设 4ACR， № 
用 4) 表示 那些 而 且 仅 是 那些 y€L, 它们 是 f(z*) 至 少 对 于 一 个 z€A КАЖ 
值 ， 集 f(4) 称 为 集 4 的 像 ， 特 别 是 , 整个 定义 域 的 像 ( 即 是 说 , Ж f (R) C L) 
称 为 值 域 或 函数 人 7) 的 值 集 . 

设 B 一 一 集 f(R) 的 任何 子 集 .用 КВ) 表示 号 中 那些 而 且 仅 是 那些 
点 z, 对 于 这 些 z 的 函数 值 被 包含 于 吾 中 ， 集 "1(8) 称 为 集 B 的 原 像 ， 


J # 


367， 议 4—8 Ж J(z) 的 定义 域 中 任意 一 个 集 ， 等 式 
К ТРСА) ]= АЛЕ 107 
368. & B—— ЖЖ f(z) 的 值 域 中 任意 一 个 集 ， 等 式 
НУ (В) 1=В 正确 吗 ? 
369、 下 面 的 说 法 ; 
Jf(AUB) = 了 (4) ОВ); 
КАП В) = (А) (1(B) 
正确 吗 ? 者 这 些 说 法 中 的 任何 一 个 不 正确 , 则 举 出 反例 ， 
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370. 证 明 , 若 y=f(z) 为 集 忆 到 集 f(R) 中 的 -一 映射 ， 则 对 
任何 集 序列 A,, A,, A,, 17... А,, (А, СР) F7] % ЕВ: 


| 1 U д, = Џ (ар, 
ДП А, )= (rao, 


на А,) =limf(A,), 
f(limA,) =limf(A.). 
371， 若 映射 y= fz) RE ро, ЕВА 
那些 不 再 是 正确 的 了 ?7 о 
372. КАА)=КВ\ (A) 正确 吗 ? W Eš R—— РА %% Bu Е 
373. 设 4 与 B 一 一 函数 y=f(7z) 的 值 域 中 之 两 个 集 ， ТЯ 
等 式 : Е x 
Jo'(AnB = ЎСА) ПЎ (B), 
АОВ) =} (4)Uf (8B) 
正确 吗 ? 
374， 设 工 一 一 函数 y= 二 了 (7z) 的 值 域 ,而 4CL, 等 式 : ў (ТЛА) 
=f''(L)N (АЛЕ Вт 
_ 375. м yg= 帮 2) 一 一 任何 的 函数 ,而 集 41, 4,,…, Аь, ЖЕ 
的 值 域 之 子 集 ， 等 式 : 


(U4)= Џао, А Па) Пл» 


f''GlimA,) = аА), ть) =linf 1 (A) 
正确 吗 ? x 
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第 九 章 “ 欧 氏 空间 中 的 连续 函数 


设 y=f(7z) 为 欧 氏 空间 内 的 已 知 函 数 , 它 取 得 的 值 是 数值 Ch arz, 函数 
f(z) 的 定义 域 是 欧 氏 空间 五 。 内 的 任何 一 个 集 4， 而 值 域 一 一 实数 的 某 一 个 
E). | 

Е 


在 同一 个 空间 H, ЗВЕНО. 

定义 1 (М). 定义 在 集 4 上 的 函数 fy Ер Ж (Е: 

1) z>,SA f) E; | 

2) 对 于 任意 的 .之 0， 在 在 点 zo 的 这 样 一 个 邻 域 DCzu， 使 对 于 二 切 
z€cA(1E(1U (20), ХЕ 

Мао |<. 

都 成 立 , ПИРА f(z fE sa ло НЕ T $ E 253825. 

由 此 得 知 , 特别 是 , 者 ze В Сту УМУ, ОЧ 
zo 相对 于 包含 点 ze 的 任何 集 加 都 是 连续 的 . 

由 定义 1 也 可 得 知 , 车 ze 为 集 加 的 孤立 点 ， 则 任何 在 z 点 有 定义 的 函 
ЖЕ АННЕ Е ЖЕ, x 

若 函 数 fz) 在 点 xo 相对 于 它 的 某 个 邻 域 为 连续 , 则 称 它 在 点 z, 为 完全 
ЖЖ ЖАН Г, 我 们 将 省 略 《完全 > 这 个 词 , 并 且 把 函数 在 
点 z 为 完全 连续 简称 为 在 该 点 连续 , 

显然 ， 若 函数 在 点 x6 完全 连续 ， 则 它 在 读 点 相对 于 包含 点 ze 的 任何 集 
Е 也 连续 . 

例子 .1) 在 态 , 上 处 处 有 定义 的 函数 y=Z? 于 每 一 个 点 z CH, 为 连续 

2) 迪 里 赫 列 (Dirichlet) 函数 
тян, 
0, 当 z 为 无 理 数 ， 
ЕН, 上 处 处 有 定义 , 它 在 点 fo 二 M3 相对 于 一 切 无 理 数 的 集 为 连续 ， 但 它 
在 该 点 不 是 完全 连续 。 
. 958 е 


Кг) = 


Pi 


3) Ж 
10, Ф: z2+ 1, 
5, # z +#>1, 


在 点 M. (№2. v 2 i+ ОЛЕНЬ оа ВИ E зев, 但 它 在 


该 点 非 完 全 连续 ， 这 个 函数 在 圆 吾 内 部 任何 一 点 М, (x, 扩 完全 连续 ， 所 以 ， 
Е М, 也 相对 于 任何 包含 点 M, 的 集 为 连续 . 
对 于 一 元 消 数 ( 即 是 说 , 定义 域 在 直线 H, 上 的 国 数 ) :ty 可 论 及 关于 单 边 
定义 在 数 轴 上 或 在 它 的 部 分 上 的 图 数 jz)， 若 它 在 点 ge 相对 于 某 个 半 
用 区 间 [zo, Е, Хх, ИЕ ze 为 右 连 续 ; JE ES 28 fE Fš zn 
相对 于 某 个 半 闲 区 间 (a,z 四 连续 , 这 里 асте ИНОЕ ло 为 左 连 续 . 
容易 知道 , 若 函 数 在 点 ze 既 为 右 连续 ， 又 为 左 连续 ， 则 它 必 在 读 点 为 完 
我 们 现在 给 出 与 柯 西 定义 等 价 的 国 数 连 续 性 的 另 一 个 定义 . 
定义 2 ( 海 因 )， 定 义 在 集 4 上 的 函数 人 7?)， 丰 点 zo 竺 满足 两 个 条 件 : 
1) САПЕ; 


Jf (z, у=) 


对 于 АПЕ е T z BJ ea tus іх, + 


lim nf (z,) = f (70) 
成 并 ,由 ‚ 则 称 УЕ <, ЕЖЕ 连续 ， 


函数 在 集 上 以 及 在 点 的 振幅 ， 设 函数 (2) 定义 在 集 .1 上 ， 谈 函数 在 集 
4 上 的 上 确 界 与 下 确 界 之 差 ， 
o f(z)=supf(z)—inff(z) 

称 为 函数 f(z) 在 集 4 上 的 振幅 ， 应 当 注意 ， 我 们 并 未 要 求 函数 f(z) 在 集 4 
上 有 界 ， 因 此 ，supf(z) 可 以 或 等 于 有 限 数 (车 Л) 在 集 A 上 为 上 方 有 界 )， 
或 等 于 十 co ( 若 此 函数 在 4 上 为 上 方 无 界 )， 完 全 一 样 ，inf 攻 z) 可 以 或 等 
有 限 数 ,或 等 于 一 co， 所 以 

0<of(z)< оо. 
3: A,CA;,, НИ supf(z)<Csupf(a), inf/()>inf (2). 因此 

7 e /G)< 2). Ç 
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设 函 数 f(z) 在 欧 氏 空间 内 的 集 4 上 有 定义 ， 没 如 一 一 在 同一 空间 内 的 
任意 一 个 集 , B zo 4 站 B， 此 函数 在 集 4 由 NV (z) 上 的 振幅 当 5, 一 0 时 的 
极限 (这 里 了 is(zo 一 一 点 zo 的 半径 为 6 的 邻 域 ) 称 为 函数 )(z) 在 点 x。 相 
对 于 集 召 的 振幅 ( 记 作 w[f(z),zo, 殉 )， 这 个 极限 (有 限 或 等 于 十 co) 恒 存 在 
且 与 邻 域 序列 {Fas(zo)}y 的 选择 无 关 ( 只 是 当 n—co 时 ,这 些 人 3 域 的 半径 趋 于 
т). Жо 

о (2), z, Е] = lim с =). 


д.20 АПЕПУ ан 0) 


利用 国 数 在 一 点 的 振幅 之 概念 可 以 给 出 等 价 于 前 两 个 概念 前 第 兰 个 函数 过 
续 性 定义 . 
定义 3 (贝尔 (Вапе)). £ X82824 十 的 函数 Сг), 37 ze AE. ЈЕН в 


аны дылда бб сб бб бб te а dh a, ,Map ene 


We ein UTU A A T aa 


о[ f(z), T , Е) = 0, 

则 称 Ст) t wo 相对 于 集 已 连续 . 

闻 断 点 . 设 函 数 侯 zZ) 定 义 于 集 五 上 (BECT); 台中 的 任何 点 , 2: EG 3 E 
该 点 (相对 于 集 轧 的 振幅 不 等 于 零 ， 则 称 该 点 为 函数 的 间 源 点 ; 此 外 , 定义 
域 的 任何 不 含 于 其 内 的 极限 点 也 算 作 间断 点 ， 

BUT. В g=sgnz 〈 读 作 《 西 格 鲁 蒙 爱 克 司 >)， 由 下 面 的 等 式 来 定义 ; 
当 z> 0 BF, sgnz=1; Ч 2z<0BF, sgnz=-—1; sgn0=0—-—f 5 z,=0 [B] 
Вг. 

5% Zo, АЯЗ НЕО — ВЕ (s Е — X РЭК E 3, Ап E ER ЖЕ 

НЕ ХЕ) P] ВЕБЕ ЕУ ze 成 为 连续 的 ， 则 称 z, 为 函数 的 

HJ Z [B] ET Fá, 

在 一 氮 连 续 的 函数 之 性 质 ，1) 若 2(Z) БУ) 在 点 r, НЕЕ 
续 , 则 这 些 消 数 之 和 与 乘积 也 在 该 点 相对 于 了 连续. 

2) # (т) у рб) Ен то НН Е ЕЎ, ЗН 0 (ao) 20, ее 
也 在 点 ze ЖУТЕ ЈЕ, 

3) ЖЕЖ у= (г) 在 点 Ze 相对 于 集 召 (位 于 空间 五 ,内 ) 连续 ， 且 
0(Zo) = Vs 此 外 , 设 一 元 国 数 z = 0 (0) 在 点 yo 相对 于 在 Oz н ЕЕ Р 

Q 谈 到 函数 (zx) 在 点 za 的 振幅 时 ， 若 我 们 没有 指明 相对 于 任何 的 售 玉 来 研究 


这 个 振幅 , 则 理解 为 所 论 及 的 在 点 zo 的 振幅 是 相对 于 该 点 的 某 个 部 域 而 言 ， 此 时 , ва 
数 jz) 在 点 ze Зи Ај: (рб), wo)。 
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连续 ， 则 这 些 
ЕПф` (РУ. 

4) + /(z) 定义 于 集 4 上 且 在 点 ze 相对 于 吾 连 续 ， 则 它 在 此 点 的 
某 邻 域内 有 界 (准确 地 说 , 在 集 АПЕ 与 点 zo 的 某 个 邻 咸 之 交 上 为 有 界 ). 

5) 车 函数 f(7Y) 定 义 在 集 4 上 ,并 且 在 点 z Fx E Е, 并 且 /xzo) > 
0, 则 存在 点 z, 的 这 样 一 个 邻 域 了 (zuy， 使 对 于 一 切 的 zx6.4 人 0 五 门 F(zo) .都 有 
Jf(z)>2>0; 当 jxo)<0 时 ， 类似 的 结论 成 立 ， 这 可 简 述 为 : 《在 点 z 连续 的 
纹 数 在 该 点 的 某 个 邻 域内 保持 自身 的 符号 ?. 

显然 , 者 所 论 及 的 锁 数 在 相应 点 是 完全 连续 的 ， 这 一 切 性 质 的 叙述 就 更 
为 简单 . 

再 指出 一 个 明显 的 性 质 . 

6) дж (І) УТЕ Е, ВСВ. ж (туд ЕР, 相对 于 
P 连续 , 则 它 在 该 点 也 相对 于 Е, 连续 . 

НЕ, 逆 命 题 不 真 ， 图 数 在 点 ze ВТА РЕН В, ОХ 
FE C Е) 连续 , 但 在 该 点 相对 于 整个 集 巨 不 是 连续 的 . 

有 界 闭 集 上 连续 函数 的 性 质 ， 定 义 、 设 冰 数 二/(7) 定 义 在 集 吾 下. 车 
它 在 集 吾 上 上 的 一 切 点 相对 于 该 集 连 续 , 则 称 它 在 至 上 连续 , 

ГІВ ВЕЕ а ЈА АУ ЕИ ЕЕ РА АУЗ Н: Е Ит, 

定理 1。 车 函数 7) ЕНЕ КИ MLP EE Е р, 
存在 这 样 的 数 C>0, 1—0) СЕ, # | f(z)| <C). 

定理 2， Ж (z) 在 有 务 闭 集 刀 上 连续 ， 则 它 在 法 集 上 达到 自身 的 
ЕЯ ТИ, ВО, 存在 这 样 的 点 2 € E, z,C E, 使 得 

Ї (21) = sup/(z); f (z,) =iní Кт). 


为 了 叙述 定理 З, 我 们 给 出 图 数 一 致 连续 的 定义 。 
ЖЖ 态 z) 定 义 在 集 忆 上 , 老 对 任意 的 e>0, 存在 这 样 的 6>>0. (КАНЕ 
Вх СЕ 5 т”ЕЕ. СЕ, 只 要 是 P(Z ， r”) <Ó, 不 等 式 


1060) —fG e |< 
Маз МИ ОЕ ЕО, 
容易 看 出 , fir) E Е 0386, ШЪЕТЕЖЕ И И-М 
是 不 成 立 的 ， 但 是 , 车 一 一 有 界 闭 集 , 则 逆 定 理 ( 定 理 3) 是 正确 的 ， 
定理 3， 车 函数 在 有 和 界 闭 集 忆 上 连续 , 则 它 在 五 上 一 致 连续 . 
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= 0[ф(2)) на МТЖ 


间断 点 的 集 ， 设 函数 万 z) 定义 在 闭 集 召 圭 ， 在 这 种 情形 ， 一 切 问 断 吕 
(ЕВ ТЕ. РНЕ: 
k: ХЕ ЕПВ НИИ р № В Ро, 
由 此 容易 推出 ， 给 定 在 闭 集 上 的 函数 之 连续 点 所 成 之 集 是 G, 型 的 集 . 
FF S. ХЕ ЖЕНЕ. НТА 
当 хеЕ В, Х›(т)=В 3 z€E BF,X (z)=0 
JH £S IH НОРА СРО Е E ВУ ВА ЖК. 
例如 ， 对 一 切 有 理 数 等 于 1， 对 一 切 无 理 数 等 于 0 的 迪 里 赫 列 函数 是 直 
线 上 有 理 数 集 的 特征 函数 . 
一 无 连续 函数 .定义 在 集 召 为数 轴 或 其 一 部 分 的 函数 y 一 f(z)， 则 我 们 
说 ЛО) 是 实 变量 的 一 元 函数 .不 言 而 喻 ， 上 面 对 于 定义 在 欧 氏 空间 内 的 贸 
数 所 述 的 一 切 定理 对 实 变量 一 元 连续 函数 都 成 立 ; 但 是 , 除 此 以 外 , РЖ 
也 有 其 目 身 的 某 些 特殊 性 质 ， 我 们 来 令 述 它们 ， 
定理 ] (维尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 )， 藻 函数 УЕ 7а. b] В 
则 对 任意 的 之 0, 存 在 这 样 的 多 项 式 P(z), 使 对 一 切 的 26а, bl, ЖА: 
If(z)y—P(z)] <е 
成 立 . x . 
定理 2 (Ht REN phi Е. ви Их [0，2r] ВЕ 
续 , 并 且 /(0) = f(2=), 则 对 任意 的 e>2>0, 存在 这 样 的 三 角 多 项 式 T(z): 


T(r) = 也 二 3 (a,eoskr-+ b, sin Kx) 
kK=1 


使 对 一 切 的 z€[0, 27], 不 等 式 : 
|f(z)—T(z)| <ë 

成 立 ， 

定理 З. 设 f(z) 在 La,51 上 连续 , 日 f(a) 一 4, fb) = 3. XV C 
于 4 与 8 之 间 的 任何 一 个 数 , 则 存在 这 样 的 点 cEfa, 51, 合 (6) =C. 

ВЕН Ст) 给 定 在 全 直线 上 或 其 某 一 段 上 .车 对 于 fOz) 的 间断 点 x 
当 x 一 Xo 时 , 两 个 单 边 极限 

Jim G) 5 lim а) 


АРТЕ, Н Е, 则 称 ze 为 函数 f(z) 的 第 一 类 间断 点 ， 若 这 些 极限 有 
一 个 不 存在 ,或 存在 但 等 于 无 穷 , 则 称 ze 为 第 二 类 间断 点 ， 
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导数 ， 对 于 一 元 函数 , 我 们 可 定义 在 点 z 的 导数 : 
f (=i h e) (2), 
可 以 证 明 , 车 在 点 z 的 导数 存在 ， 则 函数 СЕНЕ ЫТА: B 
数 可 以 是 在 点 z 连续 ， 但 在 该 点 没有 导数 ， 此 外 , 维尔 斯 尾 拉 斯 指出 ， 存 在 
Га») жек НЕБЕ Га, Б) ВОЕН За, 
ЕЛЕНЫ Са, 5] 上 的 函数 f(z)， 它 的 导数 在 此 闭 区 和 间 上 处 处 存 
在 9, 则 称 函 数 f(z) 在 [a, 并 上 有 导 函 数 ， 这 时 , 称 函 数 f'(z) 为 f(z) 的 导 函 
СЕ Ета, 6] ЕХЖЕНЖЕХ). 车 国 数 在 fo, b] E НЕРЖ, 则 此 导 函 数 本 身 
不 一 定 是 连续 图 数 ， 例 如 , 国 数 
f(z)= Ë sin 一 ， 当 1520, 
Ü, 当 z= 0 
在 (一 ,十 cp) 上 处 处 有 导数 ; 但 是 该 导数 在 点 z= 0 间断 ， 该 导数 可 用 下 面 
НОЕ АЖ: 
Рт) а cos 一 ， 当 250, 
| 0, 当 X= 二 0， 
但 是 导 函 数 不 能 有 第 1 类 间断 点 (因此 , 它 在 线段 [a, 1] 上 的 每 一 点 或 连 
续 , 或 有 第 2 类 间断 点 )， 这 可 从 导 函 数 的 下 述 性 质 推 知 : 
511 СОагбоџх) Е, ЖЖ ХДЕ [а, 5] БЖК, ЖН Г (в) 
=А, Р (b) =В, 则 对 介 于 4 与 B 之 间 的 任意 的 C0, 存在 这 栏 的 点 cE[a, 门 ， 使 
f'(c)=C. 


J м 


376， 证 明 , 任何 有 界 闭 集 的 连续 映像 是 有 界 闭 集 . 
注 ， 若 函数 f(z) 在 妃 上 有 定义 而 且 连 续 , ШУО) ИО Е 
连续 映像 


О 此 时 假定 在 点 a 处 函数 有 有 导数 ( 即 ua К) 在 点 5 处 函数 有 
£ tak. 
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377. 举例 表明 , 无 界 闭 集 的 连续 映像 不 一 定 是 习 集 . 

378. 证明, 闭 集 的 连续 映像 是 了 型 的 集 . 

379， 证 明 , 开 集 的 连续 映像 是 ,型 的 集 ; ЖЕН, 开 集 的 
连续 映像 不 一 定 是 开 集 . 

380， 设 !=jz) 一 一 定义 在 整 全数 轴 上 的 连续 图 数 ， 而 
五 一 一 在 Oy 轴 上 的 任意 闭 集 。 证 明 , 集 f°'(F) 是 闭 的 ， 

381. $ Z= J(z)—— X МЦ Е BJ E; я, IN 
G 一 一 在 Оу 轴 上 的 任意 开 集 . 证 明 , 集 广 4G) 是 开 的 . 

382. 证 明 ， 若 4 一 一 已 型 的 集 ， 而 B—— G, 型 的 集 ( 二 者 千 
在 ОУН), 又 车 测 数 y= 了 A(z) 在 整个 数 轴 ( 一 0， 十 00) 上 连续 ， 
ДЈ (А) — Р, 型 的 集 , 而 СВ) —С, 型 的 集 . 

383。 对 于 连续 映射 ,有 界 闭 集 的 原 像 能 舍 是 无 乔 的 ? 

384， 证 明 , 定义 于 整个 数 轴 上 的 函数 y= 二 (7) 为 连续 的 必 要 
充分 条 件 是 ;一切 开 区 间 а<у<Ь 的 原 像 都 是 开 集 . 

385. 证明, ж у= ЈО) Н Е, ХРТ У 
Жж у<а 与 所 有 的 集 y 之 a 的 原 像 是 闭 的 (对 于 任意 的 9)， 则 函数 
ЛЕ Оз 轴 上 的 一 切 点 为 连续 的 ， 

386， 设 定义 在 整个 数 轴 上 的 函数 只 取得 整数 和 值 . 证 明 , 这样 
的 函数 之 连续 点 的 集 是 开 集 , 而 间断 点 的 集 征 闭 集 ，. 

387， 证 明 , 若 (2) — СЛЕНГ а, 8] 上 的 连续 函数 ， 则 和 
ж Е, ЦЕ, ЦЕ, 0: ЧЕ, ОЕ ВОХ 87, ——– ВИХ іна, 2 
上 合 条 件 по Ка) <На). 

388. ЖЖ f(z) 定 义 在 [a,5] 上 , Ва, ЕЕЕ Аа 与 
z, (z, 过 XY2) 以 及 介 于 了 (X14) 与 有 (x2) 之 和 辣 的 任意 数 C， 能 找到 后 5 
(z,<ë<x,), 848 f(¿)=C, Wii ЈС) Га, 8 上 具有 达 布 性 质 . 
达 布 性 质 的 满足 是 否 为 国 数 矿 z) 在 线段 L[g，0 上 连续 的 苑 分 
条 件 ? 
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389， 达 布 性 质 以 及 下 述 性 质 : 对 于 任意 的 gw， 线段 [a%, bJ E 
їе (т) = уо НКЕ х 所 成 之 集 是 闭 的 ; 这 两 个 性 质 同时 满足 
是 否 为 函数 f(z) 在 [a,5] 上 连续 的 充分 条 件 ? 

390， 设 一 一 线段 [a,5] 上 的 点 x 所 成 之 任意 可 数 集 ， 试 作 
一 个 在 集 加 上 一 切 点 间断 且 在 线段 [a,5] 的 其 余 的 点 连续 的 函数 . 

391， 设 p(z) 一 一 在 数 办 上 处 处 给 定 有 界 且 除了 z=0 外 在 
一 切 点 都 连续 的 函数 ; 设 > ,an 一 一 正 项 数值 收 你 级 数 ， 而 集 {zZv 


一 一 站 线 上 的 处 处 笛 黎 可 数 氮 集 ， 求 函数 
f(z)= > op(Z 一 0) 
b=1 


的 同 断 后 集 与 连续 点 集 ， 

392。 证 明 , 定义 在 全 直线 上 的 国 数 不 可 能 在 处 处 稠密 的 可 数 
ЖЕ Е НН ЕЕ. 

393。 作 出 一 个 在 数 轴 上 一 切 点 有 定义 ， 除 了 点 X=1 与 x%= 
一 1 以 外 ,处 处 冶 断 且 在 这 两 点 连续 的 沁 数 . 

394。 作 出 一 个 在 数 轴 上 有 除了 点 %=0, +1, +2, … 以 外 , 在 数 
轴 上 其 余 一 切 点 都 间断 的 函数 ， 

395， 在 康 托 集 的 所 学 于 1 且 在 数 轴 上 上 其余 一 切 点 等 于 2 的 
吕 数 有 什么 样 的 间断 后， 这 些 间 断 点 是 第 1 类 的 或 是 第 2 类 的 ? 

396。， 作 出 一 个 定义 在 闭 区 间 [0, 3] 上 ,而 在 可 以 用 有 限 十 进 
位 小 数 来 表示 的 每 一 点 间断 ， 且 在 不 能 用 有 限 十 进位 小 数 来 表示 
В ВЕРЕ УРА. 

397. ЕР. НТО, 1 上 由 下 列 等 了 式 定义 图 煞 Кг): 

在 康 托 集 的 点 С) =0, 

在 邻接 区 间 的 中 扩 f(*)=1， 


在 | on 生地， | 与 | 人吉 ,| 这 两 段 中 了 zx) 是 线性 的 ,这 里 
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(а„, b,) 一 一 邻接 区 团 ， 求 国 数 f(z) 的 间断 点 和 连续 后 ， 

398， 在 闭 区 间 [0, 1] 上 , 用 下 列 等 式 给 出 函数 f(z): 

在 康 托 集 的 点 f(7)=0， 

在 第 % 个 邻接 区 间 的 中 点 f(z)= е, 

а, а 0 бань, | 这 两 耻 中 f(z) 是 线性 的 ， 假 定 
康 托 集 的 邻接 区 间 按 它们 的 长 度 减 小 顺序 进行 编号 : (a, 03) = 


1 2 1 2 _/7 8 _[12 
(> 5) (аз, b)= (5, 5), (Gs, 0з) — (=. $): (04, 5,) (27 >) 


_( Š... 
(as b;)= (z 5), 


考虑 下 列 情况 :a) 序列 {c,} 合 lime, =0;6) lime,=0;8) JF 
Я с.) СЖ. 

研究 这 个 函数 fz) 的 连续 性 ， 

399。 作 出 一 个 在 线段 [90,1] 的 一 切 无 理 点 连续 且 在 一 切 有 理 
点 间断 的 函数 ， 

400， 在 线段 L0, 1 的 一 切 有 理 点 连续 且 在 一 切 无 理 点 间断 的 
ЕЖЕ ЖЕ В? 

401， 作 出 一 个 在 康 托 集 的 一 切 点 连续 且 在 邻接 区 间 的 一 切 
点 间断 的 函数 ， 

402， 作 出 一 个 在 康 托 集 的 邻接 区 间 之 一 切 点 迁 续 且 在 康 托 
集 上 处 处 间断 的 函数 . 

403。， 研 究 在 数 轴 上 的 有 理 点 等 于 x* 且 在 无 理 点 等 于 一 x? 的 

404， 用 下 面 的 方法 定义 函数 f(z): 在 直线 上 潜 个 无 处 稠密 
的 完备 集 之 一 切 扣 , 它 等 于 零 ; 在 每 一 个 邻接 区 间 上 ， 它 的 图 形 是 
以 这 个 邻接 区 间作 直径 的 半圆 周 СН. y 之 0)， 此 函数 在 哪些 个 点 
连续 ? 

405. 证明， 对 于 定义 在 集 4 上 的 任意 国 数 有 以 下 的 等 式 
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ХЕ: 
о f(z)= sup |f (2)—f(n) |. 


406. 证 明 , 若 定 义 在 集 召 上 的 函数 了 (7) 在 点 x0EEB ЕВЕ, Wl 
函数 |f(z)| 在 该 点 也 连续 ， 

407。 举 出 这 样 的 一 个 函数 了 (7) 的 例子 ， 使 1(7) 在 线段 [0， 
1] 的 一 切 点 间断 ,而 |f(z)| 一 一 在 [0,1] 上 的 连续 国 数 ， 

408， 用 下 面 的 方法 在 数 轴 上 定义 函数 702): 

在 无 理 上 后 , f(z)= 0; 

在 能 被 表 为 既 约 分 数 -二 0( 这 里 q>0) 这 种 形状 的 有 理 点 ， 
=, 

34 z = 0, f(x)=1. 

求 它 的 一 切 间 断 点 . 与 连续 pa, 

409， 设 一 一 一 数 轴 上 任意 的 已 知 也 型 的 集 ， 作 出 在 集 五 的 
一 切 点 间断 且 在 Oz 轴 的 其 余 的 点 连续 的 函数 fO )， 

410， 作 出 在 正方 形 [0,1]xf[0,13] 的 一 切 点 下 断 , 但 对 任意 固 
定 的 yE[0,1] 作 为 z 的 一 元 函数 时 为 连续 的 函数 f(x, У). 

411.， 用 下 面 的 方法 在 正方 形 [0, 1] x [0, 1] 上 定义 二 元 函数 
f(z, :在 一 对 坐标 都 是 无 理 数 或 一 对 坐标 都 是 有 理 数 的 点 , f (z, 
у) =0; Ш, ДЕ Х=0 вх у=0 的 点 ,了 (Xx,9) = 0; ДЕВА T+ FE 
数 全 >0( 既 约 分 数 q>0), 而 纵 坐 标 等 于 无 理 数 的 点 , f(x, y) = 


ЕН, ПИРОГ) = 
一 元 该 函数 在 什么 点 间断 , 又 在 何 处 它 连 4 

412， 下 列国 数 是 否 一 致 连续 : 1) у= sin 二 在 开 区 间 (0，D) 
上 ; 2) y 一 zsin 二 在 开 区 间 (0， 1) 上 ; 3) у=За 在 整个 数 轴 上 ; 
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4) 3 一 地 在 整个 数 畏 上 ; 5) 3 一 于 2 在 半 直 线 (0, + eo) t. 

413， 证 明 , 若 函 数 在 有 界 集 恕 上 一 致 连续 , ШЕЕ БАЯ. 

414， 设 f(z) 与 9(7) 一 在 妃 上 一 致 连续 的 函数 ， 它 们 的 和 
ТЕЕ р ОБЕ ВИ 

415， 设 f(z) 与 9(7) 一 在 如 上 一 致 连续 的 函 激 ， 它 们 的 乘 
积 在 石上 是 否 为 一 致 连续 函数 ? 车 一 一 有 界 集 合 ， 它 们 的 磁 秘 
在 加 上 是 否 为 一 致 连续 函数 ? 

416， 证 明 ， 车 函数 f(z) 在 半 直 线 0<z< 十 co 上 有 定义 且 连 
续 , 又 lim f(z) 存在, 则 它 在 此 半 直 线 上 一 致 连续 . 

417， 在 半 直 线 0<z<< 十 co 上 连续 且 有 界 的 函 效 jz) 在 此 半 
直线 上 一 致 连续 , 这 正确 吗 ? 

418， 在 习题 397 中 所 作 的 函数 (x) 是 否 在 集 马 上 连续 ， 这 
里 也 一 康 托 集 关于 整个 线段 [9，1] 的 余 集 ? 此 函数 在 如 上 是 否 
一 至 连续 ? 

419， 用 下 述 方法 在 [0, 1] 上 给 定 Р): 在 康 托 集 D 上 , 7(z) 
一 0 处 处 成 立 ; 在 第 1 秩 的 邻接 区 间 上 , 即 在 (也, з) Е, = 
,在 第 2 秩 的 邻接 区 间 上 , 即 在 (地 ,也 ) (6) 6700) 
一 般 , 在 所 有 第 秩 的 邻接 区 间 上 , 2). ЖА Л — 
切 间断 点 . 


此 函数 在 集 CD( 康 托 集 关 于 整个 线段 [0, 1] 的 余 集 ) 上 是否 一 
致 连续 ? 


ep 


可 把 它 在 整个 数 轴 上 作 连 续 延 拓 ( 即 是 说 ,有 定义 于 全 轴 上 的 这 样 
一 个 连续 函数 存在 , 使 在 召 上 处 处 有 p(z)=7(z)) 
421。， 兴 出 一 个 函数 f(x) ШИ, ЕЕН Е БЕН. 
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有 界 , 但 不 能 在 全 轴 上 作 连 续 延 拓 ， 
422. 证 明 ,车 国 数 久 z) 在 有 界 集 五 上 连续 , 但 非 一 致 连续 , № 
ВЕЕ Ан ЕТЕ ЛЕ, 

423. іх 1(7) 一 一 在 全 轴 上 一 致 连续 的 函数 ， 证明， 存在 这 
样 两 个 非 负 数 4 В, 使 对 于 一 切 的 w – со<а< Боо, 1 (т) 
<A|z|[ + В, 

424. 5х (т) —— ЖЕНЕВ, ЧЕ, ТСН E, 
Е, Ез; ТУЗАЎ а: 

X z az (2)= X z (TX z (z), 
Xy, F (2)= X, (z)+ X z ,(Z2)— X F.(Z)X ED 
X. | (z)=1— Z s (2). 

425. 5 М=Е, П ПЕ,, N=E,U ОЕ». В X; (2), ***, 
X, (Z) KOR X и(т)5 Хб), 

426. 证明, 任何 集 互 的 特征 函数 在 该 集 的 边界 点 间断 且 在 煞 
轴 上 其 余 的 一 切 点 连续 ， 

427， 证 明 , 2: p(x) 与 (7) 在 [a, 38] 上 连续 ， 则 函数 F(z)= 
тах {gp(7), (7)} 在 La,8jJ 上 也 连续 , 

428。 证 明 , 若 1(7) 一 一 数 轴 上 的 连续 函数 , 则 函数 

JG), #—a<f(a) <a, 
[f z2)]2 =< а, Дт), 
—а, #}(1)<-—6, 
在 数 轴 上 也 处 处 连续 。 这 里 9 一 一 已 给 正 数 ， 

429。 设 函数 疙 z) 在 数 轴 上 处 处 有 定义 ， 证 久 ， 要 九 2 在 一 
切 点 连续 的 必要 且 充 分 条 件 为 : 对 于 任意 的 а>0, УС) 。 
在 一 切 点 连续 ， 

430。 举 一 个 给 定 在 [0,1j 上 的 函数 J(7) 之 例子 ， 它 的 连续 所 
的 集 与 间断 点 的 集 都 是 在 [0，1] 上 处 处 称 密 EE 在 任何 的 开 区 间 
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(а, В) СО, 1 内 具有 连续 统 的 势 . 

431。 用 下 面 的 方法 在 正方 形 [0，1]x[90，1] БЕ в Ж 
f (e, z): 

在 集 4 的 点 上 f(x,y)=0( 这 里 A—— «ЕЛЕНЕ», 参 
# 1% 316); 

在 一 切 去 掉 了 的 正方 形 之 中 心 f (z, у) =1. 
”了 f(z, 四 在 由 任何 去 挥 的 正方 形 之 对 角 线 所 分 成 的 四 个 三 角形 
中 的 每 一 个 内 为 线性 的 ， 

函数 f(x, 3y) 在 正方 形 [0, 1] x[0, 1] 内 是 连续 的 吗 ? 在 集 
={[0，1]x[0，1jJ}\4 上 它 是 连续 的 吗 ? Q fE E E £ # 9 
连续 ? 

432， 在 正方 形 L0,1] x[0,1j 上 给 出 函数 f(x, z): 

Е А Ву JG, у) =0GX 8 4 一 一 < 谢 尔 宾 斯 基地 和 钱 》); 


在 第 n 步 所 去 掉 的 一 切 正方 形 之 中 心 f(z, 9) = 1, 


f(x,9) 在 由 任何 去 挥 的 正方 形 被 其 自己 的 对 角 线 所 分 成 之 四 
个 三 角形 中 的 每 一 个 内 为 线性 的 . 

ВХ J z, 引 在 正方 形 [0，1] x[0，1] 内 是 否 连 续 ? ТЕ E= 
{[0, 1х[0, 1]}\А Е ЕУР Е - ЕЖЕ 
ЕЕ? 


433. а= К Оа у САСАН ОНТ) 
内 连续 ; 在 所 指出 的 集 内 此 函数 是 否 一 致 连续 ? 在 开 圆 环 1<z2 十 
4 内 它 是 否 一 致 连续 ? 

434， 作 出 一 个 在 Oz 轴 上 的 一 切 点 有 导数 的 函数 , 且 此 导数 
在 原点 间断 , 且 在 原点 的 任何 邻 域 内 无 界 ， 

435， 在 线段 [0，1] 上 作出 在 一 切 点 有 导数 的 函数 ,并且 该 导 
数 在 已 给 无 处 稠密 的 非 空 完备 集 上 间断 ， 
+ /0. 


436. 在 线段 L0，1] 上 作出 在 一 切 点 有 导数 的 国 数 ， 并 且 旋 寻 
数 在 革 正 测度 集 的 任何 点 之 任意 邻 域内 无 乔 . 

437. 在 一 切 点 导数 存在 县 此 导数 与 迪 里 赫 列 国 数 重合 的 国 数 
f(x) 是 否 存在 ( 即 是 说 , 在 有 理 点 (7)=1, 在 无 理 点 了 (7) 二 0)? 

438， 苑 数 了 (z) 在 数 轴 上 一 切 上 吕 有 导数 ， 导 数 1(7) 能 人 奋起 
间断 而 且 单 调 的 ? 

439， 设 国 数 (7) 在 线段 [a, 1 的 一 切 点 之 右 导 数 ， 左 导数 都 
存在 ， 态 (2Z) 取 得 一 切中 间 值 ( 即 是 说 , 具有 达 布 性 质 ), 这 正确 胎 ? 

440， 作 出 在 全 轴 上 连续 且 除 了 已 知 有 界 可 数 集 五 的 点 以 外 ， 
在 一 切 点 都 有 导数 的 国 数 (在 吾 中 的 点 导数 不 和 存在 )。 

441， 设 4 一 一 在 直线 H, 上 的 任意 非 空 集 ， 国 数 р(х, А) = 
否 为 + 的 连续 函数 ? 

442. 在 直线 上 已 给 两 个 不 相交 的 闭 SE B P. PEH f Е 
的 一 切 点 等 于 1， 又 在 集 了 的 一 切 点 等 于 0, ЕЕ ЕН 
数 八 Z)， 

443， 在 直线 上 已 给 % 个 两 两 互 不 相交 的 财 集 Е,, Е, ==, Ез 
作出 在 直线 上 处 处 连续 的 少数 故 z) 且 使 得 对 任何 的 有 &，1 和 4 三 0 
当 zC€E, RF, f(z)=p, 成 立 (这 里 pi, ро, ,2 一 一 已 知 数 )， 

444. 在 直线 上 已 给 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 闭 集 如 :， 并 且 这 
些 集中 任何 一 个 也 不 包含 所 有 其 余 集 之 和 集 的 接触 点 ， 作 出 在 站 
线 上 处 处 连续 的 函数 f(z), Н.Е ХЕ НА Е, АСЕ, В, 
fGz)=p, 成 立 ( 这 里 Ps 一 一 已 知 数 , 它们 合 条 件 :级 数 之 人 绝对 
收敛 )， 

445， 在 直线 上 已 给 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 阿 集 吾 ， Н.Е, 
包含 其 它 集 之 和 集 的 接触 点 ， 设 之 2 一 一 绝对 收敛 级 数 , 其中 一 


切 的 p, 寺 0， 证 明 , 不 存在 全 轴 上 这 样 的 过 续 函 数 fz): 对 于 任意 
+ç 7] ° 


НН k, 54 zCE, 时, # f(z)= n,. 

446. ме 441—445 题 , ЕТ) И Wawa А, 
Е, Е, Ел, ***, Е, ЛАША ЕЕН), ПЕВНЕ 
内 给 定 А | 是， ,在 平面 上 或 三 维 欧 氏 空间 W). 

447. РШЕЯНЕНЕХ, 15 НУ РАНЕ Р EH 
НУРА 5, 但 在 该 点 非 完 全 连续 . 

448. РИН: < 1(7) 在 点 zo 相对 于 包含 点 z 的 任何 可 
数 集 为 连续 , 则 它 在 该 点 完全 连续 3 是否 正 确 ? 

449. j ЛА Ре, у) Е YE A M (zo, Уо) 与 其 某 个 邻 域 
内 ， 下 述 断 言 : 《函数 ба, у) Е M. 为 完全 连续 的 必要 充分 条 

:是 :和 它 沿 着 从 点 Mo 引出 的 任何 半 直 线 是 连续 的 > 是否 正确 ? 

450. БЕЖ J z,7, 2) Е УЛЕЖ ЛЕН Н» 并 且 在 坐标 
原点 相对 于 经 过 坐标 原点 的 任何 平面 连续 ; Я] ЗВ ЕЕ, 该 函数 在 坐 
标 原 点 完全 连续 ? 

491. ИЖ J z, 外 在 平面 上 处 处 有 定义 , 且 在 点 (0，0) 相 对 
于 任意 的 阿 几 米 德 (Archimedes) 蝶 线 p= 二 a(q 一 %) 连 续 ( 对 于 任 
意 的 党 数值 wa>0 与 9)， 可 否 断 定 , 该 函数 在 点 (0，0) 完 全 连续 ? 


第 十 章 ”连续 映射 


迄今 (在 第 9 Вр) 我 们 用 记号 y= 了 (7) 表示 定义 在 % 维 欧 氏 空间 内 的 
(或 者 , 转 别 是 在 数 轴 上 ) 连续 且 取 数值 的 函数 ， 这 里 我 们 给 出 连续 茹 数 这 个 
ВЕУ АЈ. 

设 у= 301) —— ЖЕН H, 的 某 个 集 吾 到 欧 氏 空间 H, 的 映射 ， 若 对 
任意 的 2220, 可 找到 这 样 的 邻 域 Fa (za), 使 对 一 切 的 zBOVs (zo)， 包 含 式 : 
J(e2)€V, (9) Жл ОХ # = (20)), ИХ РЕ ЕЕ 相对 于 召 的 
. 72 ， 


ЖАА. НН, 连续 函数 的 许多 性 质 对 于 连续 映射 也 成 这 
1) Ж Е—— 3: BW) E 3E ER.IR у= f(z) 在 集 吾 的 一 切 点 М РЕ 
续 , 则 集 巨 的 像 ( 即 是 说 ЛОВЛЕ НН „ 内 有 界 ， 
2) 车 映射 f(7) 在 有 界 闭 集 召 上 相对 于 五 连续 ， 则 此 ] 史 射 在 五 上 一 致 过 
270. 
ж Е(ЕСН,) 到 集 F (ЕСН) ПЕ Нт + n >ë BJ 6 25 ER 3⁄4 
来 解析 地 给 出 : 
у. =: (1, т., Tr), 
Ys Ps (21, Zx, Op 
Yn = Ф (Zi, 22,7, Я), 
这 里 21,2, On 一 一 数 性 变量 (点 2 的 坐标 为 而 01, o, т У BJ 
+y. 
例如 , 函数 


агсів 2, 当 251), 
L 


— Т _ 
9: = +2: ; 2, = pW 当 z, =0, z, >0, 
-5, 当 4,=0,х.<0. 


实现 了 平面 Охх, ПИЯ ЕСМ 2) 到 平面 Оулу, Е Е, 的 连续 映射 ， 


D ЯГУ ЕСН» Е, 若 对 任意 的 数 e 汪 0， 存 在 这 样 的 60 汪 0, НЕ 
у z€ E R zk, 只 要 op(z',z*)<⁄5, р" ), ј(х”))-<е ПАК а, ДАЕ 


ада д д ад ад дааа. 


е 7) e° 


曲线 ， 洛 КЖ ЕВЕ, 则 该 线段 在 欧 氏 空间 五 。 内 的 连续 映像 
ЕН» ФВ. Я, У = совал, У. = зіпт, 把 线段 0&2 S27 
ВЯ 2) Ой, 平面 内 的 单位 圆周 . 

利用 皮 亚 诺 (G、Peano) 曲线 给 出 的 映射 是 连续 映射 的 重要 例子 ,这 里 
所 指 的 是 这 样 的 连续 映射 纪 二 g(t), у. = (t) 对 于 这 个 映射 线段 E(0<1 
І) В Оу, у. Е ЕМИПЕХ № 0, <1, 0<1,<1. ЖЕН 
的 存在 是 在 1890 年 被 皮 亚 诺 所 证 明 〈 在 下 面 的 习题 465 中 举 出 了 这 种 连续 
映射 的 例子 ). 

射 彩 ， 我 们 再 来 研究 连续 映射 的 一 个 方法 一 一 把 平面 上 的 集 射 影 到 办 
Е. 

经 过 点 以 与 Oz 辅 成 已 知 角 a 的 直线 同 Oz 轴 的 交点 称 为 点 弄 EOzy 在 
Oz 轴 上 的 射影 . 

集 五 的 一 切 点 在 Oz 轴 上 的 射影 所 成 之 集 称 为 集 ECOzg tr. Oz 抽 上 
的 射影 ， 这 时 集 五 的 一 切 点 是 按 与 Ох 轴 成 同一 个 角度 a 来 进行 射影 的 

集 按 与 轴 成 90 ”的 角度 的 射影 称 为 正 交 (或 直角 ) 射影 

非 按 直角 所 作 集 的 射影 称 为 斜 角 射 影 . 

集 的 算术 和 ， 为 了 解决 某 些 问题 , 我 们 需要 集 的 算术 和 这 个 概念 , 

i+ НОВА 234266, УСЕ) < ME JE тЫ 


A Me ee pe РЯ k U asa ALA 


例如 , МУХ. 1, 2] 5 Jr X. 08] (4, Жк N G, 8) 


я я . 


452. ЕЯ, ЎР ЕЖА 225 SE PH E, 

453。 设 y= 了 (7) 一 一 欧 氏 空间 H, З Е 25 [81 H, 的 连续 映 
射 ， 证 明 , 任意 闭 集 的 原 像 为 团 集 . 

454. 证明 ， 对 于 相同 的 条 件 , 空间 H, 的 任意 开 集 G 的 原 像 
为 开 集 . 

455， 证 明 ， 震 对 于 空间 H, ГЕШ H, 的 映射 y= 了 (7?), 一 切 
ЕАН Я ХЕ, 则 映射 y= 二 (7) 为 连续 映射 ， 
. 74. 


456， 证 明 , 若 对 于 空间 Ы, 到 平面 H, 的 映 寺 = (х), 一 切 
闭 集 的 原 像 为 团 集 , МВА у f СЕТ. 

457， 设 有 7) 一 一 集 ЕСН, 到 集 HHICH №. HE BH, 
(РЕ ЕВ НЕХ: НЕРЖ ЕКТ z, 的 
任意 序列 {x2} ( 即 是 说 , #4 E—>co, (ть 2 )>0), :有 等 式 limf (Xi) 
=} (20) СҶ k—oco В, p (f (z,), Ј(20)) 0). 

458. 5 у=](:) — ЖЕЗ E, 上 的 一 对 一 的 连续 映射 . 
集 B, 到 召 的 逆 映 射 是 否 必 定 是 连续 的 ? 者 是 一 一 证 明之 ， 自 不 
是 一 一 举 出 例子 . 

459， 设 z—=f(z) ЖТЖ ЕЕ Е, 上 的 一 对 一 的 连续 
ВАУ. 证 明 , E E, 到 召 的 赣 喘 射 连续 . 

460， 设 y= 二 了 (7) 一 一 无 界 闲 集 吾 到 1 上 的 -一 对 一 的 连续 映 
射 . 逆 上 映射 是 否 必 定 是 连续 的 ? 若 不 是 一 一 举 出 例子 . 

461]， 设 y==f(7) 一 一 集 加 到 加 上 的 一 对 一 的 连续 映射 ， 证 
В, ЕЖА, ИН В, 也 无 孤立 点 ， 若 所 7Z) 一 一 连续 ,但 非 一 
对 一 的 上 映射 ,这 个 论断 是 否 仍 为 有 效 ? 

462， 下 述 论 断 ，《 设 y=f 有 7) 一 一 集 吾 到 上 的 连续 映射 ， 
又 设 吾 无 孤立 点 ， 则 鸡 也 无 孤立 点 >? 是否 正确 ? 15 1(7?) 一 一 8 到 
吾 上 的 一 对 一 的 连续 映射 ,类似 的 论断 是 否 正 确 ? 

463. у= (20) —Е Е Ену — ВА Е— Н, 
内 的 有 界 闭 集 。 证明, 2 Е, Али, WI EH АЕ. 

464. 证明, 不 存在 闭 区 间 [0, 1] 到 闭 正方 形 

[0,1] жГ0, 1] 
上 的 一 对 一 的 连续 映射 ， 

465. ЭМ = f(t)—— Ot 轴 上 的 线段 [0,， 1j 到 Оху 平面 的 整 
个 正方 形 [0,1]X[0,11 上 的 连续 映射 (4 皮 亚 诺 曲 线 》)。 这 个 映射 
可 用 以 下 的 方法 来 实现 , 我们 把 线段 [0, 1 等 分 为 四 个 第 一 秩 的 闭 
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区 间 , 分 已 给 的 正方 形 为 四 个 相等 的 第 一 秩 闵 正方 形 ; 第 一 秩 的 闭 
区 间 从 左 到 右 来 编号 , 而 第 一 秩 的 正方 形 按 图 3(a) 所 示 的 顺序 来 
编号 ， 其 次 ,每 一 个 第 一 秩 的 闭 区 间 等 分 四 个 第 二 秩 的 闭 区 间 , 而 
每 一 个 第 一 秩 的 正方 形 等 分 为 四 个 第 二 秩 的 正方 形 ; 所 得 16 个 第 
二 秩 闭 区 间 从 左 到 右 来 编号 , 而 第 二 秩 的 正方 形 可 这 样 来 编号 , 使 
号 码 相 邻 的 二 个 正方 形 有 公共 边 ( 例 如 图 3 (8) 中 所 示 的 那样 ), 再 
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次 ， 分 每 一 个 第 二 秩 闭 区 间 为 四 个 第 三 秩 的 闭 区 司 且 按 从 左 到 右 
来 对 第 三 秩 的 闲 区 间 进 行 编号 ， 而 每 一 个 第 二 秩 钓 正方 形 分 为 四 
个 第 三 秩 的 正方 形 ， 且 所 有 第 三 秩 正 方形 的 编号 : 安 与 第 二 秩 正 方 
形 相同 的 法 则 去 进行 (如 图 3(c) 所 示 )， 再 其 次 , 将 这 个 过 程 无 限 
继续 进行 下 去 . 

使 每 一 个 号 码 为 i 的 第 % 秩 闭 区 间 与 号 码 为 i 的 第 % 秩 正方 
形 相对 应 ， 这 样 我 们 建立 了 同 秩 的 闭 区 间 与 正方 : 形 之 间 的 一 一 对 
S; 注意 ， 这 个 对 应 具有 以 下 的 性 质 ， 若 第 % 秩 出 区 间 5， 对 应 于 
第 % 秩 正方 形 也, 而 第 % 十 1 秩 闭 区 间 ó, 对 应 于 第 % 十 1 秩 正方 形 
У, 1= 27 9, 20., 则 有 V ,OV,. 

现在 , 用 下 述 方法 建立 Ot 轴 的 线段 [0，1] 到 沁 给 正方 形 的 映 
射 ， 设 to 一 一 线段 [0，1] 的 任 一 点 ， 作 包含 点 t, 的 闭 区 间 序 列 : 
6,( 第 一 秩 ), 6,( 第 二 秩 ),…,6,( 第 % 秩 ),…, 这 个 享 列 对 应 于 正方 
РАМУ, Ио, Уз ВИ, 因为 6,28,=...26,—:--, WI 
И2У,2..57,2... 024 поо BF, V, ШИ 8-0, 所 以 存在 
属于 一 切 P, 的 唯一 点 М. ПЕ 40 Т. 

可 以 证 明 ( 参 阅 : АТ Ў (Н. А. Фролов), ЖСК, 
1961,114—116 页 )，a) 每 一 点 toE[0, 1] 仅 有 已 给 正方 形 中 的 一 
点 DOM, 与 之 对 应 ; 6) 在 这 个 映射 下 得 到 正方 形 的 -- 切 点 (虽然 正方 
ЕЖЕ АМ, 它 在 线段 中 的 原 像 不 止 一 个 点 1， 换言之 , 已 给 
映射 不 是 一 对 一 的 ); 8) 此 映射 于 = 了 (7) 在 一 切 点 4E[0,1] 过 续 ， 

QD 问题 在 于 ,车 t 一 一 [0, 1 线段 了 的 二 进位 有 理 点 , 则 有 包含 该 点 的 两 个 相 蜡 


ВОВ А |: 0,20, >... 26,5. Bj 912025..26, 5; 它们 对 应 两 个 不 同 的 无 
УЮ: РУУ VIƏV;2:. VI. 为 了 要 证 明 点 刀 仅 


对 应 一 点 Mo， 必须 证 明 [] v.= []т.. Юма, рав, 这 个 
事实 未 给 出 证 明 ， 建议 读 者 自行 证 明 . 

也 应 指出 ， 在 该 书 115 页 (2 一 3 行 ) 有 一 个 印刷 上 的 错误 ; “至少 有 一 个 公共 点 ?i 
应 当 读 为 ; НАЖ, 


° 77 о 


证 明 , 在 这 个 映射 下 , 属于 正方 形 [0,14Jxf0, 1 的 任意 铅 直 闭 
区 间 I(z=x,, 0<g 和 1) 的 原 像 为 Ot 轴 的 线段 [0，1] 上 的 完备 集 . 

466。， 利 用 前 题 结 果 ， 证 明 线 段 [0,1j 可 表 为 两 两 无 公共 点 的 
c( 连 续 统 的 势 ) 个 完备 集 的 和 |, 

467. 在 习题 465 中 构造 的 皮 亚 诺 曲 线 是 否 为 封闭 曲线 ( 即 是 
说 ,等 式 有 (0) =)? 

468， 作 出 三 维 的 皮 亚 诺 曲 线 ( 即 是 说 , 求 闭 区 间 [0, 1] $1 аи 
方 体 [0,11Xx[50,1]x50,1] 的 连续 映射 ). 

469。 证 明 ，0Oxy 平面 上 的 集 召 在 0z% 轴 上 的 投影 法 为 连续 
映射 

470. 平面 上 的 开 集 在 0z 轴 上 的 投影 是 否 恒 为 直线 上 的 
开 集 ? 

471， 平 面 上 的 闭 集 在 0z 轴 
上 的 投影 是 否 恒 为 直线 上 的 
7 

472， 在 平面 上 已 给 两 条 相 
奖 的 轴 ， 证 明 ， 每 一 个 不 可 数 集 
至 少 在 这 二 轴 之 一 上 的 垂直 投影 图 4 
为 不 可 数 集 . 

473. 证 明 , 和 集 吾 与 了 的 算术 和 ( 即 是 说 , 集 B8GDF) 可 用 下 述 方 
法 来 作出 : ЖЕЕ Ог Е, 一 一 在 0y 轴 上 , 且 在 Oxy 平 
面 上 作出 集 EX F; 然后 将 ЕХЕ tE Ох ЕС 
135°); 所 得 之 投影 即 为 集 EOF( 图 4)， 

474， 证 明 , 两 个 有 界 闭 集 之 算术 和 为 有 界 团 集 . 

475， 两 个 康 托 完 备 集 的 算术 和 是 什么 ? 

476. 证明, 若 直 线 上 的 集 4 是 开 的 , 则 无 论 怎样 的 集 B, 算术 
和 АФВ 为 开 集 。 
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477. ВЕБЕР НА БИК, ИЖЕ (ети 
一 切 数 所 成 之 集 S, ССЕ, ТЕР, МЕ, S 可 用 下 述 方法 来 作 
Н: 把 集 五 放置 在 0z 轴 上 , ГЕ Oy hh Е, RIRER E xF. 然 
8 ЕХЕ 往 0x 轴 上 作 和 斜 角 射 影 (与 0z 轴 成 45° 的 角 )， 此 射影 
在 0z 轴 的 正 的 部 分 上 者 记 为 4, 而 在 负 的 一 - 记 沟 B. TE S= 
4UB, 这 里 B, 一 - 集 了 关于 坐标 原点 的 镜 反射 (了 5), 

У 

/ wa 

r 


4 


1 

Ç Рі 7 
— — 9 —— 

图 5 


478. ЖЕУ 下 一 一 02 ЖЕНИ. 证 明 ， 形 状 为 
o (ë, п) 的 一 切 可 能 的 数 所 成 之 集 也 为 0z 办 上 的 与 宽 闭 集 ， 这 里 
CEE, ЄР. 

479， 康 托 集 的 点 与 点 之 癌 的 一 切 的 距离 所 成 之 集 是 什么 ? 

480. i¿ 4 一 一 0Ox 轴 上 的 开 集 ，B 一 一 在 同一 个 轴 上 的 任意 
的 集 ， 证 明 ， 介 于 点 СА 5 7ЄВ 之 间 的 所 有 可 能 的 距离 所 成 之 
集 或 为 开 集 , 或 为 开 集 与 一 氮 ( 坐 标 原 点 ) 之 和 ， 
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第 十 一 章 ”单调 函数 .有 寞 变 差 酒 数 


音调 欧 数 .一 个 实 变量 的 函数 f(z) 在 集 吾 上 处 处 有 定义 ， 若 对 于 任意 
的 z,€E,z,C€E, 当 х2, 上 时， 不等式 f(z Их аи, к (z) (EE E 1: 
ЗНА. 若 对 于 一 切 的 r CE, х,СЕ, ах» ЖА (а) < fa.) до, М 
消 数 称 为 严格 增光 数 . 

类 似 地 可 定义 减 疮 数 与 严格 减 阔 数 ， 

ТАЕЖЕ БН, ЕЖЕ УЖЕ, 统称 蕊 在 如 上 是 单调 
ЕА 0; 类 似 地 可 定义 严格 单调 的 半数 ， 

А ЗЕ БЕГ а, 5] 上 上 是 单调 的 ， 则 筷 的 间 斯 总 所 成 之 千 至 多 是 下 数 的 
(参阅 第 三 华中 网 67 М), НЕНИЯ, 

ЕЧ іх Сг) Ега, b) LE; 用 点 Vi<r 二 <zn-l 分 
Га] Ди; ИУ, i a=z 6=х,. ВЕ КЕЈ: 

o= > |б) — Í (z,-1) |. 
i 二 1 

К РБ 8га, 的 的 分 法 ， 者 对 于 财 区 间 [a， 纪 的 一 切 可 能 的 分 
法 ,此 和 数 部 不 超过 某 一 个 正 数 ， 则 说 匈 数 了 (7) 在 [a, b] E 8 USE 22 Я 
和 气 变 化 )。 这 时 对 于 La, 58] 的 一 切 可 能 的 分 法 , 和 数 o АУ E Bü ЕН ES S f(z) 


Б 
的 变 差 ( 或 函数 fz) 的 全 变化 ) 并 记 为 V 7. 


b n 
V f=sup>_ fG) — f(z,-) |. 
а i 二 1 


这 里 的 上 确 界 是 对 线段 La, 6 的 所 有 可 能 分 法 来 取 的 ， 
若 和 数 a 所 组 成 的 集 是 无 界 的 ， 则 函数 f(7) 称 为 无 界 变 莽 函数 ; 这 可 利 


Š 
用 符号 等 式 : W f=-- co жж, 
具有 有 界 变 差 的 函数 简称 为 有 界 变 差 函数 ， 对 于 有 界 变 莽 函数 , 不 等 式 
$ 
V < + жа. 


.s. Ü e 


有 界 变 差 国 数 的 例子 : 1) 任何 在 [La, 妇 上 单调 的 国 数 (特别 是 ， 任 何 单 
НН РА 80); 2) 任何 在 La, g 上 有 有 界 导 数 的 连续 国 数 ， 漳 泽 。 

应 当 指 出 , ХОЧЕТЕ ЕРА УН ЛЕЕ, 

例如 , а 
Ps М z=0, 


JG) = 


0, 4 z=0 
在 闲 区 间 [0, 1] 上 连续 , 但 在 此 闭 区 间 上 没有 有 界 变 差 
Я. ЖЕ. ЕН МЕРИЛИН 
特别 是 , 任何 在 La, 68] 上 的 有 界 变 差 银 数 ГС) K 2 T BIR 22 
f(7)=¢(7)—$(7) 


的 形状 . 这 里 (т) = V Ги ГЕНЫ Са, я Е), м (7) 


= V f—f(z): wp(z) 与 %z) 为 [o ПЕН. 


特别 是 , 从 上 述 定理 推 得 , 有 界 变 差 航 数 的 间断 点 所 成 :之 集 至 多 可 数 , 并 
且 这 种 函数 的 一 切 间 断 点 都 是 第 一 类 间 斯 点 . 
EK 3ScE(Lipschitz) 条件 ， 在 线段 [a, 6 ЕН Л), 若 存 在 这 样 
一 个 常数 K>0, 使 对 于 任意 的 zi€[a, 6], х.6[а, b| 4 % 
|fG,) — fe) |< GE tA 
成 立 , (X а--ВАЕЙЖ, М SK f(z) 在 线段 [6, 5b] 上 满足 a 阶 的 
里 普 希 茨 条 件 ， 此 不 等 式 中 的 定数 正 称 为 里 普 希 欧 笛 М па НЕМ 
茨 指数 ， 
ЕВ, ЖЕ (а, 8] 上 满足 а>0 пажа, МТТ Га, Б] 
可 度 长 曲线 ， 平 面 上 泽 标 满足 方程 
z=@(t), 
= (t), 
的 一 切 点 所 成 之 集 称 为 平面 曲线 ， 这 里 g(t) 与 (Г) —-1Е 0t 轴 的 任何 的 
НК [a]: 


(1) 


a<t=<b 
上 有 定义 的 两 个 连续 函数 ， 方 程 组 (1) 称 为 曲线 的 参数 方程 ， 
. 8] ° 


т" 


2 (Jordan) 所 给 出 的 这 一 此 线 定义 过 于 广泛 : 例如， 存在 这 样 的 
Ш z=g(1t), g= (t), << ЕЛЕ САИ 
线 》 参阅 第 十 章 中 的 习题 465)， 但 是 ， 老 对 g(t) 与 ФС) Е, MJ 
我 们 得 出 更 狭义 的 而 又 更 自然 的 曲线 类 ， 由 了 于 可 度 长 曲线 的 概念 而 得 到 若 
尔 当 昌 线 的 一 个 缩小 的 曲线 类 ， 

іх х=$(+), gy 二 V(t) 一 一 曲线 工 的 参数 方程 式 ， 这 里 gp 与 0 — x 
在 闭 区 间 [a, 8b] 上 关于 的 连续 函数 . 

MK t GQ а і, << = Га, b). МН 
线段 Lub ti 的 最 大 长 度 称 为 这 个 分 法 的 模 数 ，01t 轴 上 的 每 一 点 去 对 应 曲 
25 ЕАК p (t), ЗО) ПА М... ЖІП M M M, М. M. 连接 这 些 
15, BH 1 表示 它 的 长 ， 如 当 分 法 的 模 数 趋 于 零 时 ， 折 线 的 长 Ls 有 有 限 的 
极限 存在 , 则 此 极限 称 为 曲线 强 的 长 ， 而 此 曲线 弧 本 身 称 为 在 asct <b 对 应 
的 那 一 段 是 可 度 长 的 . 

我 们 现在 给 出 弧 长 二 的 精确 定义 : 车 对 任意 的 2220, 存在 这 样 的 o>>0， 
使 对 线段 as 委 !1 委 的 任何 分 法 , 当 它 的 横 数 小 于 ó 时 , 不 等 陈 

[15—10 <= 
Вг, 则 数 T 称 为 已 给 弧 的 长 , 
我 们 举 出 关于 绝 可 度 长 的 一 些 礁 则 . 
定理 1. 入 到 可 席 长 的 必要 亢 分 条 作为 патаяетез кал 


m TA aa na wA aun uyw AA CAA AAA AN eee ee ee TT en 


— LU MO S S ЧАРУ ЛЕ CA y A AA ИАЦ I Q UL a 


_ 481. 1 (2) — Га, Б) Ем: 设 Kz) 一 一 在 [4,B] 
上 的 单调 函数 ， 这 里 А=ф(а), В=Фф(Ь), Леа 3308 Ja 
PR 37? 

482， 考 虑 前 题 中 的 单调 函数 wo(t) 与 (г).  Ф(1)— 1 
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所 toa<<t<5) 的 间 汤 函数 ，f[Lgp(t)] 是 否 必 为 间断 函数? 
483. ПЕВ, 2749 f(z) 在 闭 区 间 La，58j 上 严格 单调 ， 又 若 
limf(%。) 二 1(5), i& Ë z,C[a,b], Wlimz, =b. 


484， 证 明 ， 阁 (7) 一 一 在 闭 区 间 [a，8] 上 的 连续 函数 ， 则 

函数 
m(z)= inf f(z) XK M(z)= sup f(2) 
在 [ac, 2j 上 单调 且 连 续 . 

485. 证 明 ， 者 РС) — АЕ ЕЕ, МЕ 
面 所 定义 的 函数 人 (7 儿 (参阅 484 1) У (ще. НА 
(一介 G) 

来 定义 用 (z), 则 用 (z) 在 它 的 间断 点 可 能 不 与 函数 F(z) 重 合 . 

486. 证 明 , 若 国 数 (7) 在 [a, 2] 上 有 定义 而 且 单 调 ， 又 车 它 
取得 线段 [f(a)，f 了 (5)] 中 所 有 的 数 作为 它 的 值 ， 则 它 在 [a，58] 上 

487， 设 在 集 C[La,5] 上 给 定 的 有 界 函 数 ДС) 满足 条 件 ; 对 
于 一 切 的 2 Е, 2,СЕ, <z,,# f(zi) <f(z,); 在 整个 线段 La, 6] 
上 可 否 对 它 补充 定义 ,使 得 在 整个 线段 上 它 是 单调 的 ? 

488， 设 在 集 BC[a，65] 上 给 定 的 无 界 函 数 f(x) 满足 ， 对 于 
一 切 的 XEB М z,€ E, 7 <, # f (zi) <fG@;,). 可 否 将 它 延 拓 到 
ИХ НТ а, 6] Е, 使 它 在 整个 闭 区 间 . 上 是 单调 的 ? | 

489， 证 明 ,， 若 函数 f(z) 在 [a,3] 上 连续 ， 则 反 函 数 存在 的 必 
要 充分 条 件 是 : f(z) 是 严格 单调 的 (函数 y= 二 f(x〉 g SO fE E EB. 
НЕВЕ Е, Е, Л Z CE 存在 一 个 而 且 仅 有 一 个 z CE, (Е 
f za) = уо, 则 说 函数 у= ЈС) нБ). 

490， 两 个 单调 函数 的 和 可 否 是 非 单 调 男 数 ? 举 出 适当 的 
例子 ， 
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491， 举 出 这 样 一 对 增 苹 数 的 例子 ,它们 的 乘积 非 单调 的 ， 

492。 举 出 一 个 定义 在 整个 数 轴 上 且 在 一 切 有 理 操 ( 且 仅 在 这 
些 点 ) 间 断 的 严格 单调 函数 的 例子 . 

493. 证 明 ， 对 于 0Oz 轴 上 的 任意 可 数 点 集 ， 可 作出 单调 增 函 
数 , 其 间断 点 的 集 为 已 给 的 可 数 集 . 

494， 在 线段 [0, 1] 上 作出 康 托 完 备 集 D， 用 下 述 方法 给 定 力 


数 r(z): 在 第 一 秩 @ 的 邻接 区 间 上 r(z)= 瑟 ;在 第 二 秩 的 邻接 区 


М.Е: гбг) = СЕЕ Н Е) Х кг) = СЕТЕ 
Е); 一 般 在 第 大 秩 的 邻接 区 间 上 : 在 第 秩 的 第 -个 区 间 上 ( 设 


МЕНЕ т) = д, 在 第 上 秩 的 第 二 个 区 间 上 : xz(z)= 训 


在 第 三 个 上 : zr(z)= 志 ,等 等 ; 在 第 大 秩 的 最 后 一 个 区 间 上 : r(z) 
2 


aaa 
—rÚÑm. 


一 1 因此， 函数 x(z) 在 整个 ОРС РНБ, 13094 


Q 康 托 集 的 长 为 点 的 那些 邻接 区 间 我 们 称 为 第 玉 秩 的 区 间 ， 
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集 ) 上 有 定义 ， 它 在 CD 上 单调 ， 而 且 它 的 值 所 成 之 集 在 [0,1] 上 
处 处 稠密 (函数 r(z) 在 CD 上 的 值 为 介 于 0 与 1 之 间 的 一 切 二 进 
位 有 理 数 ). 
| ЗЕНА РНЕ О ЕРЕ У, 对 于 z€ D, № г(2)= sup т(ё) 
( 即 是 说 , 取 此 国 数 在 集 CD 位 于 z 左 便 一 部 分 中 之 了 国 数值 的 上 确 
界 作 为 它 在 点 xED КИН). УЬ, 假定 *(0)=0, 在 整个 [0, 1] 上 我 
们 定义 了 函数 rz)， 这 个 函数 称 为 康 托 国 数 (此 АНИ И 
请 参阅 图 6). 

ПЕВА, r(x) 一 一 在 线段 [0, 1] 上 一 切 点 达 续 的 单调 增 函数 ， 

495， 在 线段 [a,5] 上 异 于 常数 的 单调 连续 函数 可 否 有 在 定义 
域内 几乎 处 处 等 于 零 的 导数 (任何 一 个 性 质 , 若 在 集 召 上 除去 一 个 
测度 为 零 的 子 集 的 点 以 外 , 在 该 集 的 一 切 其 余 的 点 都 满足 , 则 称 这 

496. 证 明 ， 车 函数 f(z) 在 有 限 开 区 间 (a,3); 上 单调 ， 有 界 且 
连续 , 则 它 在 此 开 区 间 上 一 致 连续 . 

497， 若 把 上 题 中 的 有 限 开 区 间 (a,5) 改 为 无 穷 开 区 间 ( 一 %， 
十 ce), 则 结论 是 否 正确 ? 

498。 设 f(7) 一 一 定义 在 [0,1] 上 的 任意 的 连续 函数 ; 设 * 一 一 
任意 的 正 数 ， 证明， 存在 有 定义 于 [0，1] 上 的 这 样 一 个 连续 哨 数 
ф(х): a) @2(0)=J(0); Ф(1)=7(1); 6) g@'(z):=0 #EL[0,1J]_E JL 
乎 处 处 成 立 ; в) %-T—UJ082zS8[0,1], ЖА |o(z)—f(z)] < 
e 成 立 . 

499， 设 五 一 一 位 于 闭 区 间 Lc，2] 上 无 处 稠 客 的 正 测 度 闭 集 . 
在 这 个 闭 区 间 上 作出 严格 增 的 函数 f(z)， 它 在 此 闭 区 间 [a, bJ_E 
处 处 有 连续 导数 , 且 在 集 召 的 一 切 点 (7)=0. 

500. 若 在 上 题 中 把 丈 为 无 处 稠密 集 的 要 求 取消 , 这 个 问题 有 
解 吗 ? 
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501. 证明, 车 f(z) 一 一 单调 函数 ,对 于 一 切 的 7 与 y, 它 满足 
等 式 了 (7) 十 f(y)= 二 f(z 十 9y), 并且 f(1)=a, W| f(z) = az. 

502. Ш Ж у= (2) Га, ] Е МЗ А, И g=k.f(z) 
+ т Ву Е РТА? 

903. ж 

0 , 24 r= 0, 
ло 4 0<х<1, 
6 , >4r=1 
在 闭 区 间 [0, 1] 上 的 全 变 差 竺 于 什么 ? 
504. АЖ 
—1, Ж z<1, 
гэ) 10 ， 对 于 z 王 1， 
Z”， 对 于 z>1 
在 闲 区 间 [0,21 上 的 全 变 差 等 于 什么 ? 

9095. 21:05075 БА РАСТЕ НТ (24 21) 的 值 ， 则 函数 的 
лр ВЕ БСУ, ПАН iZ ДЕ 5, х1 РНЕ, 使 变 差 成 为 
вл 7 | 

506. 证明, АЖ 


JGay=! x -| 120, 
z cos м z==0 


在 闭 区 间 [0,14 上 有 有 弄 变 差 。 
507， 证 明 , АЖ 


(=Í 97% 


ZSIn 一， | х-=0 


在 闭 区 间 | 0, 之 | 上 有 无 界 变 关 


. 36 ° 
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508. ЖЖ СЕ, ПЕНН; ИЕН, АЖ F(z)= 
f(az-+b) ОХ а>0) «ИМ 22, Е 5 ЗЕ, 并 且 


1-6 


1 a 
V fG)= V FGa). 


509， 推 广 上 题 的 结果 :; 求证 , 若 ОГО, ПЕНН, 
而 p(7) 一 一 在 La， 6b] 上 严格 增 的 这 样 一 个 连续 尔 数 ， (а) =0, 
(0) = 1, НИ FPO ФСЕ) ИЕ ЕН 3 25, ЭЕН. 


ук» Үғо) 


510. Е, 在 线段 [ae;,5] 上 一 切 点 有 有 界 导 数 的 函数 为 有 界 

511. 证 明 ， му ЕСН дн ж Е 
的 特征 函数 АС) [4,01 ЕЖА АРЕ, 

512. НТ ЕВА 3 BO — бИ ПЕТ E ЕН 
界 变 差 国 数 ? 

513， 证 明 , 若 函 数 在 线段 La, 2] 上 满足 1 阶 的 里 普 希 蒋 条 件 ， 
则 它 在 此 线段 上 有 有 界 变 差 . 

514.， 证 明 ， 在 线段 [a,5] 上 满足 0 阶 里 普 希 芯 条 件 的 任何 函 
数 在 该 线段 上 为 有 界 ; 又 反之 一 一 在 La,b] 上 的 任何 有 乔 户 数 在 该 
线段 上 满足 0 阶 的 里 普 希 交 条件 . 

515. 证 明 ， 若 函数 f(7) 在 线段 [a, 5j 上 满 号 a 二 1 阶 的 里 普 
Е, Ш f(7) 在 该 线段 上 为 常数. 

516. 证明 , 车 函数 f(x) 在 线段 [a, Б) НЕ а М 
条 件 , 则 它 在 该 线段 上 也 满足 8 阶 的 里 普 希 区 条件, 这 里 hp 一 一 小 
于 a 的 任何 非 负数 . | 

517、 设 函数 (7) 在 线段 [a,51 БН w By B 8 Ay Z< 28 tE; 

е 87 $. 


证 明 , 函 数 P(z) 一 天 .了 (mz 十 加 在 线段 | :2 00 ту 
线段 | =, аи | (车 几 <0) 上 也 满足 阶 的 里 普 希 欧 条 件 

518， 举 出 在 线段 [a,5] 上 的 连续 函数 例子 ， 它 有 有 界 交 差 量 
在 该 线段 上 不 满足 任何 w>0 阶 的 里 普 希 茨 条 件 ， 

519， 举 出 在 线段 [a, 雪上 的 连续 函数 例子 ， 它 在 该 区 间 上 有 
无 界 变 差 且 满 足 某 个 wx 阶 的 里 普 希 欧 条 件 Gk R a— 已 知 数 ， 
0<а&<1), 

520、 举 出 在 线段 [a, 5] БЕ И, ОСЕ B. 
在 该 线段 上 不 满足 任何 >>0 阶 的 里 普 希 获 条 件 . 

521. 1。 设 有 (7) 一 一 在 [a,b] 上 的 有 界 变 差 函 数 ， 且 f(7) 之 
>0 在 [a,5] 上 处 处 成 立 ， 证 明 ,函数 iz 在 [4，5] 上 也 有 有 界 
变 差 

521. 2， 设 了 (7) 在 [a,5] 上 有 定义 且 а<с<ь, ИЕН: 

Vf=Vf+ Vf. 

522， 设 f(z) 一 一 在 [a，5] 上 的 有 界 变 差 函 数 ，F(z)=V f 
一 一 国 数 J(7) 在 La, Xj] 这 段 上 的 变 差 ， 

证 明定 理 ， 函 数 f(z) 在 点 zoE[a，5] 为 连续 的 必要 充分 条 件 
为 ， 函 数 F(z) 在 点 z 连续 

523. HEB, # f(x) 一 一 在 [a, ПЕНИЕ В И 
F(z) = V f 在 [ca,2] 上 也 间断 ， 并 且 两 个 函数 的 所 断 点 是 在 同样 


的 一 些 操 ,; 且 在 每 一 个 间断 点 wo, 下 列 等 式 成 立 : 
[f(z|++-0)—f(aÓ )] = Еж 0)—#F(zo); 
lJ a |)— Jf (G | —0)1]=F(z )—F(z e — 0). 


524， 表 有 界 变 差 函 数 g 一 cos2z( 在 线段 [0，r] 上 ) 为 两 个 增 

525， 表 FE0，2z] 上 的 有 界 变 差 函数 у = sinz 为 两 小 增 国 数 之 
差 的 形式 ， 

526. 210,21 Ей 7332 

— 1°, М хЄ[0, 1), 
r=] 0 , `4z=1, 
1 , 24 26(1, 2] 
为 两 个 单调 函数 之 差 的 形式 ， 
527. 27 
2, 36 0<<z<1, 
r=] 5, 3 ⁄Z=1, 
z+3, 24 1<5<2 
在 闭 区 间 [0，2] 上 的 变 差 等 于 什么 ? зе У f= V f+ V f. 表 
f (7Z) 为 两 个 增 国 数 之 差 的 形式 . 

528. ПЕНН, ТРАГЕ [а6] 上 有 有 筋 变 差 ， 则 它 的 绝对 信 
ПРОЕХАВ 5. 

529. 下 述 论 断 ，< 若 |f(z)| 在 [a, 6] 上 有 有 :不 125, M| (z) 
在 这 个 闭 区 同上 也 有 有 者 变 差 ? 正 确 吗 ? 

530， 设 J(z)—— # Го, Ы] БАЕ, ТЖ: 
f(z)| 在 La, ПЕНА, Ш fz) 在 此 闭 区 间 上 也 有 有 界 变 
Э Е? 

931. 证 明定 理 : 《函数 (2) 在 [a,5] 上 有 有 界 变 差 的 必要 充 
分 条 件 是 : 存在 这 样 的 一 个 增 函 数 p(7), 使 对 任意 的 zC[a,b 55 
ХИСЕН >00 (М z+ hCla, 6]), КА % X: Ка+- 
17)| 过 Pp(z 十 hh) 一 p(7Y) 成 并 >， 

932. jEBH, 曲线 


о $9 | 


在 f0, 1] 上 可 度 长 ， 
533. 证明 , 曲线 
== 当 20; 
0 ， 当 2 一 0 
10,11 F n E 长， 
534. ПЕВ, д в ИЖ а= (г), у= (Ct) 
(011) ЕЖЕ а. 
935. Н Т У РЕА É ВУ 5 


参数 tt ВОН ОН. 

WH X УЕ НН (821 
81533), 所 以 根据 一 般 的 定理 2( 参 阅 第 82 页 ) 此 曲线 不 可 度 长 .从 
另 一 方面 来 说 , 由 这 些 方程 所 确定 的 曲线 是 直线 y==x 上 从 坐标 为 


(a, a) 的 点 到 点 (b, b) 的 线段 ， 这 里 a= min (т), = 
max (tsin 了 ;但 是 , 直线 上 的 有 限 线段 全 有 有 限 的 长 


出 现 的 这 一 个 矛盾 说 明了 什么 ? 
536、 证 明 ， 若 jz) 在 [0，1] 上 处 处 有 在 该 区 间 为 有 秀 的 导 
с, ЩЕ y 二 (7 ) 的 图 象 是 可 度 长 曲线 ( 当 0<cz=<1), 
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537. 证 明 , раж p(t) 与 加 t) 在 [0,1] 上 处 处 有 导数 ,并且 
2 (tt) 与 久 (t) 在 [0,1] 上 有 界 ， 则 曲线 z=P(Ct)，3g 一 VD) 可 度 长 
( 当 0=<1<1), 


第 十 二 章 Уж. 52 & (Rienann) 积 
分 与 勒 伯 格 (Lebesgue) 积分 


二 切 的 集 刀 (1(7) 二 0) 都 可 测 , 则 称 函 数 信 7) 为 可 测 的 、 

这 里 p(J(z)2>a) —EËE ФЛ 3⁄ X: /(a)>a ËJ — JJ š z 所 成 之 
集 ， 记 号 : E(f(z)2>a), E(f(z)<a), E(f(z)<a), E(fz)= a), E(a< f(z) 
<b) % S 8 38 УХ. 

给 定 在 可 测 集 如 上 的 函数 7) 为 可 测 的 必要 充分 条 件 为 一切 E(f(z) 
=a) 是 可 测 的 , 或 一 切 吾 (f(Y) 过 Q) 是 可 淹 的 ,或 一 切 Z(f(Y) 志 a) 是 可 测 的 ， 

1) 营 两 个 国 数 f.(z)1; (ту nT W, 则 它们 的 和 , 识 , Ее Ар Й, 

2) ЖОЖ Е АВ ЛЕ Л.С), ЈС), 66, f, (z), o EE ББ 
АМАР ВС F(z), ШЕ) ЕЕ Е НИ. 甚至 ЖА limf,(z) 


= 了 F(z) 非 处 处 成 立 , 而 是 在 如 上 几乎 处 处 @ 成立, МЕРЕ E ETTI. 

3) 车 定义 在 已 上 的 两 个 函数 仅 在 测度 为 零 的 集 上 彼此 相 异 ， 则 它们 二 
者 或 都 可 测 , 或 都 不 可 测 

仅 在 测度 为 零 的 集 上 彼此 相 异 的 函数 称 为 是 对 等 的 ， 

4) # (ЕЕ ЕН, 又 若 可 测 集 4 为 集 五 的 一 部 分 则 f(z) 在 4 上 
BJ I. 

可 测 函 数 的 例子 

1) 在 可 测 集 已 的 一 切 点 取 常 数值 C 的 函数 在 百 上 本 测 

2) 在 线段 [a, 5] 上 的 任何 连续 函数 在 此 线段 上 可 测 . 


Ф 我们 回忆 起 ,术语 k 某 个 性 质 在 媚 上 几乎 处 处 成 立 * 指 的 是 ， 这 个 性 质 除了 一 
的 一 个 测度 为 零 的 某 子 集 而 外 , 在 号 上 其 它 一 切 点 都 成 立 ， 


° 9] ° 


3) 在 线段 fa, bj 上 几乎 处 外 连续 的 函数 在 La, 6] ЕР. 

4) Га, 8] 上 的 连续 函数 所 成 之 收敛 序列 的 极限 函数 在 La, 5) Е BT WN. 

不 是 任何 函数 都 可 测 ， 人 例如， 若 一 一 直线 上 的 不 可 测 集 ， 则 在 召 上 等 
于 上 在 吾 之 外 等 于 0 的 函数 不 可 测 . 

ЖЕ. СУ b| E. Hi a=r <a <<<, 
=b lla, 0), ЧЕН 


57 mhr, Е S= Ум, 


£ =1 
Az,=z,—zZ,-,, m, = nf 1G), М, = u 2). 


这 此 和 数 分 别称 为 达 有 有 的 下 和 与 上 和 和 ， 若 当 分 法 的 模 数 人 趋 于 零 0 时 ， 达 


上 和 与 下 和 有 共同 的 极限 存在 ， 则 此 极限 称 为 j/(z) 在 线段 [a, Б) БАЈЕ 
分 : Е 


п n 
(R)| f(z)dz=lim Sm Az іт STM Az, 
- G А 7; "= 


若 对 于 函数 f(z) 在 线段 [a, 四 上 的 达 布 下 和 与 上 和 的 极限 都 存在, 且 这 些 极 
限 彼此 相等 , 则 说 【(z) 在 [a 上 为 黎 曼 可 积 
定理 ， 函 数 有 (7) Га b] ЖЕНЕ. Га. 6) 
上 是 有 午 的 且 它 的 间断 点 所 成 之 集 的 测度 尝 于 零 ( 即 是 说 ， 精 数 用 3) 在 [a， 
站 上 几乎 处 处 连续 ) x 
ЗЕЛЕНЕ: 1) ж g(x) 与 $(z) 在 [a, ЕВ, 则 对 任意 的 
数 a, В 有 等 式 成 立 : 


| [ee(z)+BWCz)]dz=e| pr) dr+B| lz)dz. 

2) # 用 z) 在 [a， bj 与 在 [5, с) ЕА, 则 它 在 [a, с] (这 里 4 过 5 之 ce) 上 可 
积 ,并 且 | f(z)az=[ f(z)dz+ | (yaz. 

3) # m<f(z)< M [а 人 上 处 处 成 立 ， 又 f(z) 在 [a. 56] 上 和 歼 曼 可 积 ， 
则 | | 

m(b—a) <| 7С) М а). 
中 Ана zb) 的 长 度 之 最 大 值 : 4 一 maxtzi 一 5i-0 称 为 分 法 的 模 数 ， 
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有 界 函 数 的 勒 伯 格 积分 ， 设 1(z) 一 一 定义 在 可 测 集中 有 上 的 有 界 可 测 
Pq BR ATA 与 召 之 间 的 值 : 对 于 一 切 的 x€B, A< fG:)< B. H А=у 
<y < ,<- <, = B 划分 Oy 轴 上 的 线段 [4, В], 且 作 以 下 的 和 数 : 


n 
8 == > ime, 心 一 > Yimes 
і = | Її =] 


这 里 e= E(y,- < f(z)<y). 这 些 和 数 分 别称 为 ВН РЯ Е 和 ， 各 线 
В (y u, 9 的 最 大 长 度 ( 对 于 已 给 分 法 ) 称 为 所 给 分 法 的 杆 , 并 以 4 表 之 . 
车 当 分 法 的 模 4 趋 于 零 时 ， 勒 们 格 上 和 与 下 和 有 共同 的 极限 存在 ， 则 称 


wawa ай a ii" PA Pass 


ОС ЯЕЖ Е LE BJ) 勒 伯 格 积分 : 
(L)] Мба У уте, = Шт > g me. 
Ё 1 = 1 | ， 
ЖЕНЫ. НИЯ, 车 积 分 域 为 线段 [a,5], ЕЖЕ 
积分 记 为 : 
(Z)| fraz 或 (1) | Агат. 


ЖИ. ЕЖЕ ЕВЕ ЯН ГС) ИЖЕ СЯ 
定 到 一 一 测度 为 有 限 的 集 )， 

勒 伯 格 积分 的 性 质 ，1) 若 函 数 f(z) 在 线段 [a, 8] 上 黎 曼 可 积 ， 则 它 在 
此 线段 上 为 勒 伯 格 可 积 , 并 且 这 些 积分 彼此 相等 : 


СВ) | (ааа Сг) | Ст). 
因此 , А СЕВ ЯНЕ", 
2) жт (т) ME Е БАЖ, тот), f(z)dr<M.mE 
3) Фе ОЕ E Е ОТРЫВЕ ИИ АН ВОГ NE 
(E) Zm, M TE Е 1. ЕЕН ГОК 702), 下 式 成 立 ， 
| а= У) fG)dz 
E k 
САИ МИ». 
”4 #25 (x) 在 上 有 界 且 可 测 , 则 对 于 任何 钓 数 e 与 B, 下 式 成 


Ф 在 这 里 以 及 今后 (在 本 章 内 ) 我 们 都 处 处 假定 五 ~ 一 具有 限 测 度 的 可 训 集 ， 
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ЭГ: 


|, (аф -- Вр)атх = а | іг Í ваг, 


- H 


5) # E ГНА ЯН ИЖ w(z) 与 W(Z) 仅 在 测度 为 零 的 集 上 互 
异 , 即 是 说 , 若 ФС) 5 gzZ) 在 集 吾 上 互相 对 等 , 唱 它 们 的 积分 彼此 机 #: 


|, gp(z)dz= | %(z)dz 
6) # f 15 p fE E ЖУН ну, J B. JU s Ab hb Ст) <бт), 则 


| аа wz)az 


7) 车 f(z) 一 在 上 的 非 负 有 界 可 测 函数 ,并 且 | f(z)dz=0, 则 f(z) 
二 0 在 召 上 几乎 处 处 成 立 ， 
8) 若 f(z) 在 上 有 界 且 可 测 , 则 


| Седа || Ау. 


9) #B# E РЕТ я МИА Л] J (z), 01), =, ЛС), СЕЕ k 
ЛТА Рг), 且 设 在 在 这 样 的 数 4， 使 对 于 一 切 的 名 有 
РС) | <А, Я] 


lim |. 1.(т)ав= | F(z)dz. 


无 办 函数 的 勤 伯 格 积分 ， 设 /(z) 为 符号 一 定 的 无 界 可 测 函 数 ， 例 如 在 
上 处 处 f(x) 之 0， 作 辅助 函数 -f(z)], (用 数 t 所 作 函 数 7) 的 《切断 > B 
数 ), 它 由 下 面 的 方法 来 定义 : 

(Ст), Ч 0), 


2) 0 当 f(z)>t. 
这 个 函数 可 测 且 有 界 (可 用 上 作为 界 ). 
非 负 无 界 函 数 f(z) 在 集 召 上 的 勒 伯 格 积分 用 下 面 的 等 式 来 定义 : 
(L) | Hz)az= lim (L) | (7020204. 


这 里 所 指出 的 极限 恒 存 在 ; 但 它 不 一 定 等 于 有 限 数 ( 它 可 以 党 于 十 ce)， 


С) | f(z)dz 有 限 , 则 称 函 数 妃 z) 在 互 上 可 和 车 这 个 积分 为 无 穷 , 则 和 
函数 ЛО) т ГП, 

变 号 无 界 可 测 函数 f(z) 在 马上 的 积分 用 下 面 的 等 式 来 定义 : 
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(L)| zaz=(Z)| f.GDdz— СТО) | f-(z)dz, 
这 里 
| _ (JG), 4 f(z)>0, 
о уау о. 
РС), 3 f(z)<0, 
fF, мудро 
车 六 (7) 与 广 (z) 二 者 可 和 ， 则 称 函 数 (7?) 可 和 ， 且 f(z) 的 积分 等 于 有 
限 数 . | 
ВЕ 8 广 (z) 或 ГСН УК т, МИА Ге) Г. 
无 界 范 数 的 勒 伯 格 积分 的 性 质 .， 1) 5 ф(т) 5 Ww(z) 在 五 上 可 和 ， 则 对 
任意 的 数 & В, И op(z) 十 6%(z) 也 可 和 , R. 


(L)| Ta-e(z) rB-v(z)ldz=a. (D | e(z)4z+-8- А0 | (таз. 
2) 若 f(z) 在 上 可 和 , 且 集 吾 分 成 有 限 个 或 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 可 
测 集 E, 之 和 , 则 
(L)| а) 5001) f(z)dz 
“< Ë š - Ру 


Me д B. uki АР 


3) Ж fz ii p(z)fE E БН КТ) фСг) ЕЕ ЛР, 则 


(L)| fG)dz<(1)| бт), 


4) 若 02) —1Е Е 上 的 可 测 函 数 , 则 从 Сс) Агт Ш) | 可 和 ， 而 
МКУ) Ае УС) Я, 同时 有 以 下 的 不 等 式 成 立 
| (L)| fGodz|< (L| 1060018. 
5) 若 在 召 上 的 两 个 可 测 国 数 在 吾 上 几乎 处 处 彼此 要 等 ， 则 从 共 中 之 一 
个 可 和 导出 另 一 个 可 和 , 并 且 它 们 的 积分 倒 此 相等 ， 
6) 4: f(z) 与 g(2) 在 加 上 可 测 ， 并 且 不 等 式 |f(z)] < |g(z)/ fE E ЕЛ, 
乎 处 处 成 立 , ХЕ СТ) Е Бяр, МЛС) ЕЕ Ер, 
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bb ac :bc -cr г... Ш... dd - 


J m= 


538. 证明 , 3% f(a)—— fE E Ейр, ГУСТ E 
上 也 可 测 @. 

539. НЯ, МС) — ЗЕЕ ЕЯ, АЖ 
ГДЕ Е ЕЯ. x 

540， 证 明 ， 若 函数 f(7) 在 任意 的 线段 [&, B] 上 可 测 ， 这 里 a 
<qa< B <b, ЕЕ БН Со, 2 上 也 可 而 . 

541. 函数 f(z) 在 康 托 集 与 某 个 不 可 测 集 刀 的 交集 中 的 一 切 
点 等 于 x?, 又 在 闭 区 闻 [0, 1] 的 一 切 其 余 的 点 等 于 x 函数 f(x) 可 
测 吗 ? 

542. 证明, 车 f(z) 在 线段 [a, 5] 的 一 切 点 有 导数 ， 则 此 导数 
f(z) 为 线段 [a,5] 上 的 可 测 函 数 . i 

543. 证明, 若 如一 一 直线 上 的 可 测 集 ， 则 特征 函数 (2) 97 
测 ， 若 忆 一 一 直线 上 的 不 可 测 集 , W| Xs(7) 一 一 不 可 测 函 数 . 

544， 作 出 一 个 定义 在 全 直线 上 , 在 一 切 点 都 间断 ， 且 具有 下 
述 性 质 的 可 测 函 数 ， 不 论 怎样 改变 此 函数 在 测度 为 零 的 任何 集 上 
的 值 , 它 都 在 直线 上 的 一 切 点 仍然 是 间断 的 ， 

545， 证 明 , 车 函数 СЛЕ Е ЕН М, МА) ЕЕ 
上 也 可 测 ， 在 这 里 ， 记 号 [f(x)]3( 共 中 4<2) 表示 由 下 列 等 式 所 
МХ 2 УВА: | 


Сх), ЕЕ а (ту Мг, 
то)  ， 对 于 满足 f(z)>b 的 那些 z, 
a ， 对 于 满足 f(x)<a 的 那些 x. 


Ф 原 书 是 : 证 明 , 若 [f(x) 上 一 一 在 上 的 可 测 贸 数 , 则 f(??) 在 如 上 也 可 测 ， 但 
这 与 后 面 的 解答 不 符 ， 为 了 前 后 一 致 , 似 应 如 上 改正 ，( 译 者 往 ) 
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546. і X%(z) 一 -有理数 所 成 之 集 的 特征 基数 . HEB, Е 
任意 函数 的 相 乘 积 为 可 测 函 数 . 

547. 证 明 , 在 [oe,5] 上 的 任何 有 界 变 差 函 数 起 La,5. 上 的 可 测 
в. = | x 

548， 设 函数 = ОУ RE ЕН. 1 E,-— O 轴 上 的 任 
ЖИ, ЖР, 型 ， 或 G, 型 ) 集 ， 证明, ЖЕ, 的 原 像 (在 所 有 这 
些 情形 ) 为 集 五 的 可 测 子 集 ， x 

549， 设 函数 y=f(7) ЕЖЕ ЕН; 设 思 -一 -0y 轴 上 的 任 
意 可 测 集 ， 集 f7!1(B,) 是 否 必定 是 可 测 的 ? 

550， 设 函数 у= (2 ЕЖЕ ЕН; 设 如, 一 一 集 召 的 可 测 子 
% ЖЕ) 是 否 必定 是 可 测 的 ? 车 不 是 一 举 出 适当 的 例子 . 

551， 设 xz=p(t) 一 一 在 集 妃 上 的 可 测 函 数 ; E =Ф(Е)-— 
它 的 值 所 成 之 集 ， 设 y= 了 (7) 一 一 在 如 上 的 连续 函数 ， 证 明 ,这 
些 函 数 的 复合 f[p(t)] 为 上 的 可 测 函数 . 

552， 设 Xx 二 g(t) 一 一 在 线段 =[&, В) 上 的 连续 函数 ; E = 
9(B) 一 一 它 的 值 所 成 之 集 ， 设 y= 了 f(z) 一 一 在 上 的 可 测 函 数 . 
这 些 函数 的 复合 ， 即 函数 f[p(t)] 是 否 必定 可 测 ， 若 不 是 一 一 举 
出 适当 的 例子 . | 

553， 证 明 , Га, 9] 上 的 任何 有 界 变 差 函数 在 [s, bJ Е y Е 
可 积 . x 

554， 在 非 空 开 集 GC[a,5] 的 一 切 点 都 间断 的 函数 , 它 在 [a， 
5] 上 能 否 是 歼 曼 可 积 的 ? 

555. 举例 表明 , 从 函数 f(x) 在 任意 线段 [a, B] 上 的 黎 曼 可 积 
性 , 这 里 a<a<p<5, 尚 不 能 得 出 该 函数 在 整个 线段 [a,5] 上 的 可 
ни. = 

, 


556， 证 明 , 若 (B)| 7(z)az 对 满足 a<a 达 p<5 的 任意 的 
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557， 证 明 ， 线 段 [x, 5] 上 的 黎 曼 可 积 函数 所 组 成 的 一 致 收敛 
序列 的 极限 为 [a,5] 上 的 黎 曼 可 积 函数 ， 证 明 , 极限 函数 的 积分 等 
于 已 给 序列 的 函数 之 积分 的 极限 . 

558， 下 述 论断 : 《 若 一 一 [9,5] 上 测度 为 零 的 集 , 则 Х (z) 
在 La,6] 上 区 曼 可 积 > 正 确 否 ? 

559， 下 述 论断 ，< 若 一 [a,5] 上 的 无 处 稠密 集 , 则 Xs(z) 
在 La 6139 пр ЈЕ ИТТ 

560. 下 述 论 断 ; 《者 Е о, 0 上 测度 为 零 的 无 处 稠密 集 ， 
则 Xs(z) 在 [a,5] 上 歼 曼 可 积 > 正 确 否 ? 

561， 设 一 线段 [a，5] 上 测度 为 零 的 闭 集 ， 函 数 x,(z) 
在 [a,5] 上 是 否 歼 曼 可 积 ? 

562， 下 述 论断 : < 若 一 [a,5] 上 的 集 , 它 的 闲 包 之 测度 为 
零 , 则 Xs(z) 在 [a, 四 上 黎 曼 可 积 > 正 确 否 ? 

563， 在 习题 395, 397，398( 当 c,~>0),403，408 中 的 函数 在 
线段 [0, 1] 上 是 否 为 歼 曼 可 积 ? 

564， 证 明 , 在 习题 395, 397, 398( 34 e,—0), 403, 408 中 所 研 
究 的 一 切 函数 在 线段 [0，1] 上 为 勒 伯 格 可 积 ， 在 这 个 线段 上 计算 
它们 的 积分 . 

565， 函 数 f(z) 在 康 托 集 的 点 等 于 x? 又 在 长 为 ;的 那些 信 
搂 区 间 上 等 于 冯 . 计算 ( 工 )| fz) 

566， 上 题 中 的 函数 为 效 曼 可 积 吗 ? 若是 , 则 它 的 黎 曼 积分 等 
于 什么 ? 

567. 函数 


与 8 都 存在 , 又 若 fz) 在 [a,5] 上 有 界 ， 则 (R)| f(z)dz 存 在 . 


_ (2°, Е EB 31, 
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在 线段 [0,1] 上 为 黎 曼 可 积 加 ? 为 勤 伯 格 可 积 四 ?在 线段 L0, 1 上 ， 
它 的 积分 等 于 什么 ? 
508. 证明, 若 如 一 一 在 [a,，8] 上 的 可 测 集 ， 则 它 的 特征 消 数 
Xe(z) 在 集 召 上 为 勒 伯 格 可 积 , 并 且 它 的 积分 等 二 集 如 的 测度 : 
CD| x,(G)4s=mE. 


569， 夺 线段 [0, 1] 上 作 测度 为 广 的 无 处 稠密 的 完备 集 ; 此 集 
的 邻接 区 闻 按 它们 之 长 减 小 的 顺序 进行 编号 ，(01, л), (а, В.), 
(ay В,), ЈЕО, 1] 上 给 出 函数 fe): 

0, ЕЕЕ; 
(2) = jh 在 区 闻 (&,, 6.) 99: 
еракта, 22 а ааа "十 в. | 上 为 线性 的 
上 
伯 格 积分 等 于 什么 ? 

570. 设 f(z)——F 上 的 非 负 有 界 可 测 函 数 ХЕНИ Кг) 
>e МЕ ИЕ Ра, ПЕНА, С) | fGayaz>ac, 

571. АЖ 有 (+) 在 康 托 集 与 某 一 个 不 可 测 集 Ef Н 
等 十?， 又 在 线段 [0, 1 的 其 余 的 点 等 于 zs 函数 f(z) 在 集 [0,11 
上 的 勒 伯 格 积分 等 于 什么 ? 

572， 攻 在 康 托 集 的 点 f(z) 二 10， 而 在 邻接 区 间 上 函数 的 图 
形 是 以 这 些 邻 接 区 间 为 直径 所 作 圆周 的 上 半圆 . 计算 函数 f(z) 在 
线段 [0, 1] 上 的 勒 伯 格 积分 . 

573. 设 

z, STATES z; 


7) 一 wt， 对 于 小 于 二 的 无 理 点 
0 ， 在 有 理 点 


ә 99 ә 


计算 ( 工 )| лола, 
574， 设 集 5 是 从 闲 区 间 [0,1] 中 去 掉 开 区 间 ( 志 ,1), (3,5) 


3 
(25) “бест И. ИНН у ЖЕ ЕЕ 
勒 伯 格 积分 精确 到 0.01. 

975 и ` 


мале, Ж z€ |0, 2) пор; 


Кг) cos ЛЕ, нта + 1 nopi 
2°, ЖЄ. 
这 里 0—1, 而 CD 一 它 关 于 整个 团 区 间 [0, ГЕ. 计 
сш) | Ра. 


576， 在 每 一 点 XE[0，1] 等 于 数 z 的 二 进位 表示 式 中 第 位 
数字 的 函数 用 В.С) Ж. НЕН, 


当 јав, (万 | 0,08, =i (D| ГВ). 

577， 用 pz) 来 表示 用 下 述 方法 在 线段 1L0,1] 上 所 定义 的 加 
数 : 若 在 点 z 的 二 进位 表示 式 中 第 天 个 位 置 为 数字 1, 则 p,(z)= 
1; 车 在 点 zx 的 二 进位 表示 式 中 第 大 个 位 置 为 数字 0， 则 wx(z) 
一 一 1. ПЕВ, ЖА (ф., Фо, 25 在 线段 [0， 1] 上 为 标准 直 
交 系 ， 即 是 说 ， 当 j> k 时 ， | 


02| ураг) =0; 0, Гф(2)] 21, 


578. 证 明 , 若 p(z) 在 [o,8] 上 几乎 处 处 有 导数 ， 又 车 这 个 导 
数 在 [a,5] 上 有 界 , 则 它 ( 导 数 ) 在 [w 5] 上 为 勤 伯 格 可 积 . 
579. 设 {f,(7)) 一 如 上 的 非 负 有 界 可 测 医 数 序列 ， 设 当 
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">co 时 ,()| fi(z)dz->0， 由 此 可 得 出 当 m>oo 时 ,f(z)->0 在 
Е 上 处 处 成 立 (或 在 上 即使 几乎 处 处 成 立 ) 吗 ? 

580， 设 在 [a,5] 上 已 给 有 界 可 测 函数 fz)， 证 明 , 车 对 任何 
Wy ela<e<b), | De 则 fz) 在 [a, 5]. 上 儿 平 处 外 等于零， 


1. НН ЧЕ ВЕРЕ, 2J 上 的 勒 作 格 积分 . 
582. 函数 三 在 线段 [0, 1] 上 可 和 吗 ? 


583. 3: 
0, 34zC€D, 
e=] 1 _ 
зт? 3 yCD, 
这 里 D— ВНЕ, ЗРЯ) | 74а. 
584. #: 


mo- w z 为 无 理 点 ， 
2, 3 z B EB a, 

计算 ( 工 )| аа | 

585. НИ М № г) 在 集 已 上 为 勒 伯 格 可 积 ， 则 函数 
[KKz)] АСО), 到 :在 此 集 上 是 否 为 勒 伯 格 可 积 ! 

586. 证明, 若 在 康 托 集 忆 的 点 , f(z)=0; .在 % 秩 邻接 区 间 
Е, ДР fGyazs=3. 

587. 证明: < 在 具有 限 测度 的 集 如 上 的 非 负 可 测 函数 f(z) 
在 五 上 可 和 的 必要 充分 条 件 是 ， 级 数 3Jk.mB kk ОХ Е, = 
Е) EL) | 
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588. ПЕНН: < 在 具有 限 测 度 的 集 召 上 的 非 负 可 测 函 数 f(z) 
在 加 上 可 和 的 必要 充分 条 件 : 5 mb, ВС, 这 里 万, 一 
B(Jf(z)2k)>, 

589， 证 明 , 若 函 数 f(x) 在 线段 [0, a] 上 可 和 , 则 函数 (Xz) 在 
оа | 上 也 可 和 (这 里 0). 

590， 证 明 , 无 论 对 于 任何 的 k>0, сов. 0,1) ЕЖ 
可 和 | 

591， 设 在 [a,5] 上 配置 有 % 个 可 测 集 E., Е,, =, E, 设 线段 
[a,5] 的 每 一 点 至 少 属于 这 些 集中 的 9 个 集 ， 证 明 , E E, Е, --., 


E, 中 至 少 有 一 个 的 测度 大 于 或 等 于 (5 一 9) 二 

592. (7,02) 一 在 集 妃 上 为 勒 伯 格 可 积 的 非 负 函数 序列 
(B 一 一 具有 限 测度 的 可 测 集 ); 可 否 断 言 , 车 对 于 几乎 一 切 的 x& 刀 ， 
f(z)>0( 当 n>00), 则 当 w->co 时 ,积分 | fi(z)az 的 序列 也 趋 于 零 


593， 设 国 数 7) 在 线段 [a, b] EER f k a 外 ， 处 处 连续 ， 若 
积分 


| 70а (1) 
щу ->a 二 0 时 ， 有 有 限 极限 存在 ， 则 称 此 函数 在 [a, ТЕЖ C- 可 
ВОНО ТСЕ Га, 5] 上 为 C- 可 积 ， 则 积分 | 7(z)az 的 极限 称 
为 函数 f(z)00 C- 积 分 (或 柯 西 反常 积分 ) 并 记 为 (C0)| Сга: 


(С) | f(z)az= lim | (таз. 


证 明 , ER ЖЕ а, вва, M 211, bj 上 为 С- 
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594. 举例 表明 , 在 [a, 2] 上 存在 一 个 除 点 a 四, 处 处 连续 的 且 
在 [a,5]j 上 为 C- 可 积 国 数 , 但 它 在 该 线段 上 非 勒 们 格 可 和 . 

595， 设 f(7) 一 一 定义 在 具有 限 测 度 的 集 如 上 的 可 测 函 数 . 
车 当 {> со +, #14} Ф 


| fay dz (2) 


的 极限 存在 ， 则 称 此 函数 为 @- 可 积 ， 帮 函数 fO: 为 Q- аян, 则 
积分 (2) 的 极限 ( 当 > со) КАЈ (тн @- 积 分 并 记 为 


(Q)| Ус), 


(@)| = lim | [Агур da. 


证 明 , 若 函 数 f(x) 在 集 加 上 为 勒 伯 格 可 和 ， 则 它 在 此 集 上 为 8- 可 
积 , НЕМ 8- 积 分 等 于 勒 伯 格 积分 . 

596. ЖЕ 8- 积 分 比 勒 伯 格 积分 更 广泛 ( 即 是 说 , 在 某 个 
集 召 上 非 勒 伯 格 可 和 , 但 在 此 集 上 为 8- 可 积 的 函数 存在 ). 

597， 证 明 , 对 于 韭 负 函 数 而 言 ，8- 积 分 并 不 比 勒 伯 格 积分 广 
泛 ( 即 是 说 , 若非 负 函 数 在 集 加 上 为 8- 可 积 , 则 它 在 此 集 上 也 为 勒 
但 格 可 和 ). 

598. 证明, 定义 在 线段 [一 a, 中 上 的 任何 可 测 的 奇 函 数 (7) 
在 此 线段 上 为 8- 可 积 . 

599， 下 述 论断 :< 车 函数 РО) 在 可 测 集 五 上 为 8- 可 积 ， 则 
它 在 五 的 任何 可 测 子 集 上 也 为 8- 可 积 》 正 确 否 ? 

600， 下 述 论断 ; 《车 函数 jz) 在 如 上 为 89- 可 积 ， 则 函数 c: 
f(z) 在 如 上 也 为 0- 可 积 , 并 县 


(@)| of(z)zz 一 e. (Q) | Сеат» 


Ф 记号 [f(z)j2 的 意义 参阅 习题 545 中 的 规定 ， 
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Er 


正确 天? 

601， 下 述 论断 : «ай fz) 与 9(z) 在 上 为 8- 可 积 ， 则 
函数 f(z) 十 9(7z) 在 上 也 为 9- 可 积 3 正确 否 ? 

602， 下 述 论断 :< 车 三 个 函数 f(z), 9(2), КИТАЕ Е 
上 都 为 8- 可 积 , 则 下 之 等 式 成 立 : 

(Q) | [KGz)+g(z)]az=(@)| Гоа + (0)| g(z)azy 
ТЕЛЯ? 

603，J(z) 为 给 定 在 具有 限 测度 的 集 石 上 的 可 测 函 数 , 车 积分 

| Перна (3) 

当 ры 时 , 无 论 对 于 怎样 的 数 aə>0,b>0 都 有 有 限 极限 存在 , В. 
若 此 极限 与 正 数 a 与 5 的 选择 无 关 , 则 称 f(z) 在 加 上 为 4- 可 积 . 
车 函数 7) 在 上 为 4- 可 积 , 则 积分 (3) 的 极限 称 为 此 函数 的 4- 
积分 , 并 记 为 (4)| f(z)dz: 


(4)| fGds=lim| (702029,4. 

证 明 , 车 函数 所 z) 在 集 互 上 为 对 伯 格 可 和 ， 则 它 在 此 集 上 也 为 4- 
可 积 . 

604， 设 在 具有 限 测度 的 集 如 上 已 给 可 测 函 数 f(z); ПЕНЯ, 关 
系 式 

lim| {L7(z) 了 8 一 [fz)]89dz=0 
与 
limt.mE(J(2)2>1)=0 

等 价 ( 这 里 a 与 2 一 一 已 知 正 数 , asb), 

605， 证 明 , АЖ) 4- 可 积 的 下 述 判别 准则 : 《在 测度 为 有 限 
ВЖЕ ЕАУ ЦЕ РС) 在 此 集 上 为 4- 可 积 的 必要 充分 条 件 为 


° 104 • 


i - . 


下 述 两 个 条 件 同 时 满足 ; 
a) (Q) | f(z)4z 存在 ; 


б) 7 £—co Ш, t:mE(f(z)> t)—05. 
606， 举 例 表 明 , 4- 积 分 比 勒 伯 格 积分 更 广泛 . 
607， 证 明 ， 对 于 非 负 函 数 而 言 ，4- 积 分 站 比 勒 伯 格 积分 
广泛 ， 
608， 任 何在 集 召 上 为 4- 可 积 的 函数 在 此 焦 上 为 9- 可 积 吗 ? 
任何 在 加 上 为 О- Ау ОЕ НЕ Е № А пр 
609， 下 述 论断 : < 车 函数 有 7) ЕЖЕ Е А-Я, ШК 
c.f(z) 在 五 上 也 为 4- 可 积 , 并 且 
СА efz)az=eC4)| Ре 
是 否 正 确 ? 
610， 下 述 论断 : 《车 函数 7С) Б 9g(z) 在 已 上 为 4- 可 积 ， 则 
函数 f(z)+g(7) 在 如 上 也 为 4- 可 积 , 并 且 有 等 式 成 立 : 
CD) [fGey+9(Gz)14e=(A Са) | асаа 
正确 否 ? 
611. ЖОШ: ТОЕ Е Б А-д, ЕЕЕ ЙЕ 
何 可 测 子 集 上 为 4- 可 积 > 正确 否 ? 
612， 所 谓 了 -积分 (7)| f(z)az 为 勒 伯 格 积分 的 具 下 列 性 质 
的 某 种 推广 : 
a) 若 函 数 f(z) 在 测度 为 有 限 的 可 测 集 刀 上 是 勒 伯 格 可 和 的 ， 
则 它 在 此 集 上 也 为 T- 可 积 ， 并 且 在 集 加 上 它 的 人 -积分 与 勒 伯 格 
积分 彼此 相等 ; | 
6) 车 f(z)<g(z)fEE БАКАЙ Ох КБ g(a)— Е 
上 的 可 测 函数 ), 又 若 这 两 个 函数 都 为 T-n| Pn, 则 
в }0)5 • 


(| fGode<(n) | 9g(z)az 


HEB], 对 于 非 负 可 测 函 数 而 言 , 这 样 的 积分 并 不 比 勒 们 格 积分 
厂 泛 ( 即 是 说 ， 才 非 负 可 测 函 数 在 测度 为 有 限 的 可 测 集 鼠 上 为 工 - 
可 积 , 则 它 在 如 上 也 为 勒 伯 格 可 和 ， 并 且 它 的 Т-А 9 ИНА Я 
分 彼此 相等 )， 

在 习题 613—634 将 要 研究 和 天 量 函 数 的 积分 刁 题 . 


集 EC H, ЕЕ зн] H, 的 映射 二 КОЖЕ (м В) 

在 第 九 章 我 们 研究 过 这 样 的 上 映射， 只 是 在 那里 对 它们 添加 了 补充 限 
制 一 一 要 求 连 续 性 ， 在 本 章 我 们 将 研究 更 广泛 形式 的 映射 . 

术语 k 矢 量 国 数 > 反 映 出 这 个 函数 的 值 位 于 欧 氏 空间 内 ; 而 欧 氏 空间 的 
Ж АГРЕ, 所 以 , 它们 可 以 彼此 相 加 ， 也 可 以 用 数 去 乘 ， 例 如 ， 老 已 知 
РЯ g€H,, 5 56 已 XE у НАУ, У», ,gm 给 出 , Ш z 由 坐标 zu Zo. : 
2т: и 则 它们 的 和 #2 Kasi Ж Нав, 92-22, gp 十 和 wm В, Е 
ау, ``. ау, 的 点 ， 因 此 . 若 已 知 两 个 天 
量 函 数 y=f(7) 与 a=g(z)，; 它们 是 定义 在 加 CH 上 且 从 空间 H, Я, 
则 可 谈 及 这 些 函 数 的 和 (这 将 是 函数 f(z)--g(z), 使 每 一 个 z€E 对 应 于 坐标 
为 有 (7) 十 gi(z)， f.(zZ)4-g/((2Z), +o, mn(T) 二 gm(7T) 的 点 ， 这 里 (7)， 
02), 5 (Е) —— И H, 中 的 点 т), 而 g (2), ç (2), ga (z) 
一 一 点 g(z)# H, 中 的 坐标 )， 完 全 相同 , ЖЕЕ уб) 与 数 a, 
АГИ РАЗД а 的 乘积 (这 就 是 坐标 为 ај, (х), ај, =), -, afm(7) 的 
函数 af(7), ж f (z), 有 (7),…, fm(7) 一 一 (7Y) 的 坐标 ). 

对 于 每 一 点 ЄН, 可 谈 及 关于 此 点 的 模 | 站 ， 此 为 连 楼 H, 中 的 坐标 原 
点 与 该 点 的 矢量 之 长 ;$ Ф У НА y. У, ,Yn 来 确定 , NI 

ЕМУ g. 

对 于 模 有 不 等 式 : уу На 1I2—z]2]]21—iz]]. 

К-у ОХ) ЖЕ Е Е (Я, 若 存 在 这 样 的 数 A> 
使 对 一 切 的 СЕ, 有 |f(z)| 委 4), 则 此 矢 - 国 数 称 为 在 吾 上 有 界 . ини 
下 , 矢 - 国 数 的 值 所 成 之 集 , 即 集 f(E), ЖЕН Н, 中 的 有 界 集 . 


613. ЖЕЖ ЕСН, НЕЙ 为 空间 Н, 中 的 可 测 集 ， 则 
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称 估 - 国 数 y 一 大 zz)( 这 里 СЕСИН, ЧЕН) АНГ Wir. 

证 明 , 若 函 数 y= 态 z) 可 测 , 则 任意 闭 集 fCH, 的 原 像 可 测 ; ЧЕ 
意 G, 型 集 的 原 像 可 测 ;任意 下 , 型 集 的 原 像 可 测 . 

614， 证 明 , 可 测 矢 - 国 数 与 数 的 乘积 也 为 可 测 和 天 - 师 数 ， 

615. 证 明 , 若 两 个 可 测 矢 -函数 定义 在 同一 个 集 ЕСН, ЕН. 
在 同一 个 空间 Н„ 内 取 值 , 则 它们 的 和 也 是 可 测 矢 :- 聘 数 . 

616， 设 帮 z) 一 一 定义 在 互 上 的 矢量 图 数 ， 证明， 奉 Дт) 
测 , 则 函数 |f(7)| 也 可 测 ， 举 例 表 明 , ААЙЛУ К, 

617. ДЖ = ур) 定义 在 测度 为 有 限 的 集 Е, 
且 在 有 界 闭 集 FCH, 上 取 值 ( 即 是 说 , J(E)CF), 用 任意 的 方法 ， 
将 集 五 分 成 有 限 个 两 两 互 不 相交 的 Е, 型 集 : 

F=F,UF,U... ОЕ, (1) 
且 在 每 一 个 ,中 选取 一 点 yi(9;E 了 ,)， 用 el，e;，"…，e4 表示 集 


k 
Е, Рз, ”3 Е, 的 原 像 (显然 ， = ==) 时 ， e, Пе; = 2, U e, = Е x 
| і = 1 


Sime;=mB)， 作 对 应 于 分 法 (1) 与 点 y 的 取 法 之 勒 伯 格 积 


ча 


у 
а 


k 
c= > у;те;. (2) 
4 二 1 


车 当 集 F. 的 最 大 直径 趋 于 零 时 ， 和 数 c 有 有 穷 极 限 工 存在 , 则 此 
极限 称 为 有 界 矢 -函数 ГС) ЕЖЕ ВАНЯ: 
ИОС 


(车 对 任意 的 二 0, 存在 有 0220, 使 当 тах diam F,—ó 时， 任意 


的 勒 伯 格 积分 和 满足 不 等 式 ymei—l 二 e， 则 空间 H, 中 的 
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点 了 称 为 积分 和 (2) 的 极限 ). 
证 明 , 对 于 定义 在 测度 为 有 限 的 集 上 的 任意 有 界 可 测 失 -也 
数 的 勒 伯 格 积分 存在 了 
618， 设 f(z) 一 一 定义 在 测度 为 有 限 的 集 加 上 的 有 界 可 测 矢 - 
函数 ， 证 明 , 对 于 任意 的 数 c, 等 式 : 
(12| efG)4z= (L| Гая 
成 立 . 
619， 设 f(z) 与 9(z) 一 两 个 定义 在 测度 为 有 限 的 同一 个 集 
P 上 且 在 间 一 个 空间 H, 内 取 值 的 有 界 可 测 函 数 ， 证 明 
(| LfG)+ 9Gz))de=(1)| Сга в | асту. 
_ 620. Сг) АСТЕ ЈЕУ E Ейт НН 
函数 ， 证 明 | 
(| Хе <ü] ааа 
1， 设 П) së 31 fE NIE 35 BE 00 Е ЕВ 
вн. 入 4 一 包含 f(E) 的 最 小 凸 集 3. 证 明 , 存在 这 样 的 点 
ИА, 它 满足 等 式 (二 )| 7(z)3z= me 积分 中 值 定理 ?) 


АТО Яна 我 们 АА 
概 


š> 


Q 这 里 所 引出 的 勒 伯 格 积分 的 定义 不 仅 对 于 在 欧 氏 空间 内 取 值 的 函数 , 而 且 对 
于 更 广泛 的 范 教 类 也 有 意义 ， 设 Кг) -一 定义 在 具有 测度 的 空间 的 某 个 集 妨 上 且 在 
任何 的 巴 拿 赫 空间 内 取 值 的 函数 ， 若 集 巨 的 像 1f(B) 被 包含 有 空间 有 R 的 某 个 致密 集 
РИ, 则 称 函 数 f(z) 在 集 已 上 是 致密 的 ， 

若 函 数 f(z) 在 测度 为 有 限 的 集 妃 上 可 测 目 致 密 ， 则 函数 Cay E ВАН 
积分 存在 (显然 , 在 已 给 情况 下 , 勒 伯 格 积分 是 空间 五 的 元 ). 

在 这 里 我 们 不 给 出 具有 测度 的 空间 . 巴 拿 奉 空间 与 致密 集 的 定义 ， 对 这 些 概 念 不 
熟悉 的 读者 , 对 所 给 注释 可 忽视 不 管 . 

_ @ шай, 包含 ЛЕ) НИЧ З, ЖОНЕ УСА 与 :E4， 当 一 切 可 能 

的 a2>0, В>>0 В я ЖЁа+В= 805 ау+ Bz ВЕЖА, 则 称 集 4 是 西 的 . 


• 108 < 


ЖН. 内 包含 坐标 原点 的 任何 有 界 开 集 且 有 共有 下 述 性 质 : 从 坐标 原点 
明和 与 此 集 的 边界 仅 相 交 于 一 点 , КН ЯН, ЛЕН 

RES Брин 5 E ДЕ р mà ËJ m 3E 3F pR E. ЛЕ JZ SË BU RJ SER Л, 
空间 H, 内 的 任何 的 集 ， 用 AB (这 里 4 一 -固定 的 正 数 ) 表 形 
状 为 4z( 对 任何 的 z€ B) 的 一 切 点 所 成 之 集 . 

显然 , £ G 一 一 零点 的 星 形 邻 域 , 则 4G (对 于 任意 的 这 数 4) 也 是 零点 的 
Еж. 

ЗЕ ВАПЯ А АА ЮАО ЖУА X Et ER 3 fG:) 的 切断 (С/С) е 
ВУ 0: 


_ (f(z), 对 于 使 A172)EG 的 那些 z6E; 
(felz), 对 于 使 了 ZJEG 的 那些 rc E. 
邻 咸 G 的 边界 同 连接 坐标 原点 与 点 Г) 的 射线 之 交点 ( 参 


[f(z)] | = 


阅 图 7), 


图 7 
622. 设 y= 了 (7) 一 一 定义 在 测度 为 有 限 队 集 B 上 的 无 界 可 
测 天 -图 数 ; 若 当 已 -> 十 ce 时 , 积分 


(D| [KGz)]saadz (4) 


的 极限 存在 , 则 称 函 数 СЕ Е ЕЖ) 8- 可 积 ， 这 里 Sg 一 一 零点 
的 半径 守 于 民 的 球形 邻 域 ;车 舌 - 冰 数 f(zyt E Е 8- 可 积 ， 则 积 
分 44) 的 极限 称 为 7) 的 6-99: 
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ПЕРЕТИН ела абы ГВ XL а, аби Ta" о `." 


(Q) | f(zy)4z= im (1) | 17022 й. 


证 明 , 若 矢 -函数 ГОДЕ ЕЕ 0- 可 积 , 则 矢 - 函 数 с О) Е P 

上 也 为 8- 可 积 , НЕА: 
CO)| e-feayda=c-(Q)| fGyaz. 

623， 举 例 表明 ， 存 在 这 样 两 个 在 如上 О-га Е 45 
闻 五。 内 取 值 的 笑 -函数 f(z) 与 9(z)， 而 它们 的 和 在 上 非 8- 
可 积 . 

624. 举例 表明 , 存在 这 样 两 个 在 同一 个 空间 如; 内 取 值 的 天 
量 函 数 了 7) 与 9(z), 它们 的 和 在 如 上 为 8- 可 积 , 但 


(Q) | ее С) gz)art(@))| СУС) +0) 04. 


625， 举 例 表明 , 在 测度 为 有 限 的 集 E 上 8- 可 积 的 拓 -函数 在 
Ë 的 某 个 可 测 子 集 上 可 以 是 非 8- 可 积 的 . 

626、 若 数 性 函数 |f(z) | 的 勒 伯 格 积分 存在 ， 则 称 笑 -函数 
fz) 在 测度 为 有 限 的 集 如 上 绝对 可 积 . 

证 明 , 若 fz) 在 上 绝对 可 积 , 则 它 也 为 8- 可 积 , 举例 表明 ， 
ФЕЛА. 

627. ШЕВА, Ф 51—280 H, 内 取 值 的 两 个 矢 -函数 在 测 
度 为 有 限 的 集 妃 上 绝对 可 积 , 则 它们 的 和 在 此 集 上 也 绝对 可 积 , 并 
B. 


(9)| fG)4z+(Q)| 9GO4e=(9)| [f(z)+ gC) laz. 


628， 证 明 , т AÍ СЕМИ ZJ IB B Е БА, ДЕ 
在 鼠 的 任何 可 测 子 集 上 也 绝对 可 积 . 
629， 设 g= 帮 22) 一 一 定义 在 测度 为 有 限 的 集 忌 上 的 无 界 国 
数 ， 若 对 于 却 氮 的 任何 星 形 邻 域 G, 当 4 一 十 co 时 , 积分 
° ]10 ° 


(CD)| 07022,42 (5) 


时 极限 存在 , 且 此 极限 与 G ВУ 3296, ЖИВЕЕ Е А- 
可 积 。 在 这 种 情况 下 ， 积 分 (5) 的 极限 称 为 函数 2) 在 如 上 的 4- 
积分 出 : 


(4) f(z)dr= lim (22| [KKz)]iedz 


HRBH, 任何 在 五 上 А-н) Х- ЖЕ Е 9-5. 22 
ВЖ, 存在 在 五 上 4- 可 积 的 矢 - 国 数 , 但 在 此 集 上 非 А-А, 

630， 证 明 , 大 和 关 - 国 数 f(z2)#E E Е Ж 4- 可 积 , 则 函数 c.f 了 (XY) 
在 如 上 也 为 4- 可 积 (这 里 6 一 任意 数 ),， 并 且 下 面 的 等 式 成 立 : 


(4) е .f(z)dz= e. (4)| G )dz. 


631， 证 明 ， 和 天 -函数 2) 和 在 测度 为 有 限 的 集 如 上 为 4- 可 积 
的 必要 充分 条 件 为 下 面 两 个 条 件 同 时 满足 : 

a) 和 拓 - 图 数 JG) @- 可 积 于 E; 

б) FE &- PB 3 J 8 TE 28 pA BJ д: В А У 28 


zE 所 成 之 集 Bs ИЕ Ч оо 时 是 o[ 5) 


В + 9 


632. ЖИВ, ЕЕН Е Б) А-а] Ану Br Eñ 
数 在 召 的 某 个 可 测 于 集 上 可 以 不 是 4- 可 积 ， 
633， 证 明 , 阁 矢 -函数 在 测度 为 有 限 的 集 如 上 绝对 可 积 , 则 它 


”90- 积 分 与 4- 积 分 的 定义 ,对 于 在 任意 的 巴 拿 赫 (Panach) 空间 (而 不 仅 是 在 
欧 氏 空间 ) 内 取 值 的 函数 也 仍然 有 效 ， 和 但 是, 为 了 这 个 定义 有 意义 , 只 需要 考 碟 具有 下 
述 性 质 的 图 煞 : 对 于 零点 的 任何 球形 邻 域 , 利用 此 邻 域 所 作 国 数 的 切 妆 为 集 百 上 的 致 
9 83 (参阅 习题 617 的 注释 ). 

对 于 矢 -函数 的 8- 积 分 与 4- 积 分 的 概念 是 属于 作者 提出 前 ; 它们 在 本 Brh 3 8 
次 引入 . 

定理 631,633, 634 ДЕН q E, fj K (B, И. Рыбаков) Шу. 


° Ji e 


在 此 集 上 也 为 4- 可 积 . 

634， 证 明 , 若 两 个 和 拓 - 函 数 作 z) 与 9(2) 在 测度 为 有 限 的 集训 
上 为 4- 可 积 且 在 同一 个 空间 及 内 取 值 , 则 它们 的 和 fz) +902) 
ЕЕ Е Е № А-а, 并 且 下 面 的 等 式 成 立 : 


CA)| KGz)az+(C)| g(z)az=(4)| СУС) 92) Ие, 
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Eb Ц = д р > М. ба аа с РЕ у Б кк а аа wa Bar | гоган. ом ы.а. а 2-0... 一 一 -.- - . . 


答案 与 解法 提示 
第 一 部 分 集 论 
第 一 章 ” 集 的 运算 


‚ М АВ=С 仅 能 导出 AC BU C. 


. A= BUC 仅 能 导出 4\BCC( 图 8), 
4 


7. а) 正确 . 
6) 不 正确 ， 但 有 4U (BC) 二 (4UB)\C. 


в) 不 正确 ， 但 有 (4\B)UCD(4UCINAB. 


图 9 (АА (В ОВ.) z H 
线条 织 成 正方 形 的 区 域 
(A\B1) U (А,\В:) ЕҢ 
切线 条 织 成 的 区 域 . 这 里 ， 
(А, 4aNCBU B.) == 


图 10 (4UB)AF 是 由 线条 纺织 
ЖЕ. 


(АДР) (ВАР) 是 一 切线 
条 织 成 的 焦 ， 这 里 ， 


(AUB)AF=(AAF)U(BAF). 
(AiNB:) U (ААВ). 


.]13 。 


i ПИАРЫ аф Hi ir: `” ` 


10. МАДХ=А 8, (АПСХ) О (САПХ) = 4, Шт, САП X = 2, ЩХ 
不 在 4 中 的 那 部 分 是 空 集 ， 兄 一 方面 ，4fCX=4， 由 此 得 出 CD 二 4， 即 
ХПА= 8%, 即 是 说 , 立 在 4 中 那 部 分 也 是 空 集 ， 所 以 ,了 = 多， 

12， 例 , 参看 图 10. 

14. CIC(XUY)N (CRUOCOYT)I=0OIC(XUY)IU (СХ JC7) 

=(KXUY)U(CCXN CCY) = (XUYT)U (XNT)=XUY. 
《因为 ,XUYDDXNY). 

19， 提 示 : 利用 18 题 的 结果 . 

22， 利 用 对 偶 原 理 . 

23. ПЕ: а). 

设 (z, EBEX(FUG); ЯЖ, ХЕЕ, ЕР) а; Ми, g€ 或 %KG; 这 表示 
(z, y)€E> F së 


(z, YEE > G; 

而 在 这 时 ， (z, У) (ЕХЕ) (BXG), 
即 

Ех (PFUG)C (EX F)U (EX G). (1) 
[н] ЯЕ РГ ЦЕ, 

(ЕХЕ) (ЕХО) СЕХ (FUG). (2) 
ША (1) 102), 得 等 式 a)， 
类 似 可 证 明 等 式 б). 


24. 证明 方法 类 似 于 23 Bi. 
“5， 对 任意 集 4, В, С, D 正确 (证 明 方 法 同 23 题 ， 图 11 是 这 个 等 式 的 
Е). | 


(AUC)x (BU D) 


图 12 
26， 等 式 并 非 对 任意 集 4, В, C, 真 ( 例 , 参见 图 12)， 但 结论 
‚ 114。 


EE- Pop gh ph nr -mv шо 


(Ах px |J(C>x D yC (AUC)xX (BU D) 
Ни. 证 明 方 法 同 23 ай, 


第 二 章 “” 一 一 对 应 

27. АВН y=2z, 这 里 ，xEN, 3, 可 以 建立 集 日 与 杂 间 的 一 一 对 
应 关系 

28， 将 全 部 偶数 ( 即 集 尸 之 元 ) 排 列 如 下 : 

0; 2; 一 2; 4, —4;6; 一 6; 281; —2%; =. 

然后 , 使 每 个 偶数 和 它 在 序列 中 所 占据 的 位 置 顺 序数 字 对 应 . 

29， 区 间 [0, 1 中 全 部 有 理 数 集 忌 和 全 部 自然 数 集 六 尼 间 的 一 一 对 应 关 
系 建立 如 下 ; 将 每 个 数 7ER 表 为 婚约 分 数 ， 分 子 与 分 母 之 和 叫 数 r ЮР 
显然 ， 在 区 阅 [0, 由 中 具 已 知 高 讼 的 有 理 数 是 有 限 集 ， 现 汪 按 高 度 增 加 的 顺 
часо, 中 中 的 会 部 有 再 数 排 万 序 列 :第 一 位 上 置 有 和 高 度 为 1 的 数 0 
一 ,然后 置 高 度 为 2 的 数 工 ， 接 着 是 高 度 为 3 的 数 二 等 等 ， 如 果 具 某 一 高 
ЯАНА, НЕНА ЧЕ, Н, 
тл ГР, 


2 3 1 
39 l; —; =; — i — — — — = 
5 4 7 


现在 将 请 中 的 数 7 ГЕЕВ С n РУ, 这 个 对 应 
是 站 和 友之 间 的 一 一 对 应 ， 

30.， 解 法国 上 题 . 

31. 不 存在 ， 表 为 二 多 项 式 相 除 之 商 的 形式 的 任何 函数 (7)， 当 一 
о, НН. 如果 lim f(7)= 4( 有 益 数 )， 则 存在 这 样 
的 六, 对 一 切 k> N, Ч gq—1<J(k)<qg+1, ним, B: #f ER ЕС 
N 前 面 那 些 k) АЈА (9—1 тона. B. > 
是 全 部 有 理 数 都 是 形 为 了 (的 数 . 

如 果 Tim f(7)= оо, 则 讨论 是 类 似 的 (在 这 种 情况 下 , 仅 有 有 限 个 数 玫 可 
以 同属 于 固定 区 间 ( 一 A, 4) 中 的 有 理 数 对 应 ). 

32， 线 性 变换 х= (6 - ата —- НЫ 0< 1<<1 КН a< > 
<b 1, 
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33， 开 区 间 0<#<1 上 的 函数 z= etgz 一 一 地 有 映 这 个 洁 区间 到 整个 
В. — 20<а< +оо Е, 


34. Ж а” Sarctgt НВ < Ы Hi 
G<x<b kL. 
35， 解 法 类 似 ， 


36， 在 开 区 间 上 到 一 点 列 , 例如 : 


T _ 1 = -1 т 1 af 2 _ 1 ... 
1 2’ 2 3 x #03 4? “в n -+- 1° 
建立 下 面 的 对 应 : 闲 区 闻 中 之 点 0 对 应 了 于 开 区 网 中 之 点 2 10, ПА 1 


对 应 于 开 区 闻 的 点 2; 50, Пя n = 对 应 于 (0, 1 中 的 点 z; (0, 1 


的 点 za= 二 对 应 于 (0,1) 中 的 点 ze 一 般 地 , ГО, 1 中 的 点 z, 对 应 于 (0, DD it 


的 点 zn+2;…, 其 余 各 点 z€[0, ПУР (0, ПАН. ХВ 
的 对 应 是 一 一 的 (图 13). 


Terr т, 2, 9 z, [4 
0 WE ГЕЯ 
м И | (G 1) 
0 1, Z, “Z, TJ] Xx, Š рх. 18) 
[0, 1) 


图 13 

37. ЗГО, 179000,1) 上 (36 BD, 然后 ， 映 (0, 1) 到 (--co, 十 co) 上 (33 
Ej). 

38， 利 用 解 36 题 的 方法 

39， 利 用 解 36 题 的 方法 ， 先 映 [o, 5] 到 [o, 6) 上 ; 然后， 借助 线性 函数 
Та, Бо, =) Е 最 后 , 异动 函数 y= 馈 z 映 | 0, 子 ) 到 [0, 十 co) 上 . 

41， 不 存在 ， 因 为 定义 在 闭 区 间 [a, 6] 上 的 连续 函数 一 定 是 有 办 的 , 

42， 不 存在 ， 如 果 存 在 映 fe, 65] 到 开 区 间 (c, d) 上 的 连续 函数 xz 一 pt) 
ЯЖ, 在 闵 区间 [a 5] 上 找 不 到 这 样 的 点 to 使 p (1) 一 民 因 为 supp( t) a), 
这 就 同 关于 闭 区 间 上 的 连续 函数 在 这 个 闭 区 间 上 达到 上 确 界 的 定理 矛盾 

43， 不 存在 ， 因 为 定义 在 [Lo,51 上 的 连续 函数 ， 必 取 一 蕊 中间 值 (特别 ， 
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Б ф(2,) =1,Ф(,) =3, XË Иа, В], а, b]: 那 示 ,一定 能 找到 点 ¿ela 
站 ,使 ФО.) 一 2)， 

伺 ， 将 圆周 上 的 每 一 点 同 从 一 国定 半径 起 到 该 点 9 8) 8 А Tc y 
数值 对 应 后 ， 圆 周 就 映 到 了 半 闭 区 间 [0，2x) 上 了 。 然 后 用 线性 变换 将 半 闭 
[х 18710, 2z) 映 到 半 困 区 间 L0, 1) E; 最后， 用 解 36 题 的 方法 将 后 一 半 闲 区 闻 
Но, 1] L. | 

_ 45. 首先 将 开 圆 ?十 六 之 1 映 到 挖 掉 中 心 的 加 0< 7 521 Е. Жи, 
在 开 圆 中 取 任 一 点 列 Wo М, М», =, M … 这 里 Me 是 圆心 ， 作 如 下 对 
и. РАН М, 同 控 去 中 心 的 圆 中 的 点 М, 对 应 ; 二 圆 的 其 余 各 
点 ( 即 不 同 于 一 切 М, 的 点 ) 按 相同 的 原则 ( 即 第 一 个 圆 的 每 一 点 N (z, z) lil 
第 二 个 图 中 有 相同 坐标 的 点 N' 对 应 ) 对 应 (图 14). 


. 图 14 

然后 异 助 于 及 演 法 将 挖 掉 中 心 的 
圆 映 到 闭 贺 的 余 集 上 , 即 经 贺 内 任意 一 
мањо 0 引 射 线 ОМ, 在 其 延长 线 
上 取 点 М', #ОМ.О0М'=1. ДЖ, 
挖 掉 中 心 的 圆 中 之 点 用 同 闭 圆 的 余 集 
中 的 点 对 ' 对 应 (图 15), 这 个 对 应 是 一 
一 的 ， 

46， 在 边界 上 任 取 一 点 A, 将 半 闭 图 15 
БН (O, A] ( 闭 贺 中 的 ) 映 到 开 区 间 (0, A) (ИНЬ) 上 ， 这 里 O 是 圆心 ， 在 
每 个 半径 上 帮 这 样 的 映射 ， 然 后 将 闭 圆 的 中 心 同 开 贺 的 中 心 对 问 . 

最 后 , 所 得 到 的 映射 是 映 闭 圆 到 开 网 上 的 一 一 呐 射 , 

47. 2: 45 Ш. 
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аа ` s ¿Ej =ss. ле на аа ани бы - ` r" 6 L` eJ C. та. rh ara. 


48， 鞠 映 闭 圆 到 开 圆 上 (参看 46 题 ), ЖИ, ВТА DJE DD 2 E L (2 
看 4528). 

49. 提示 .参看 44 题 的 解法 ， 另 一 方法 同 解 50 和 51 题 的 方法 类 似 . 

50， 借 助 于 所 谓 《 测 地 投影 > 引进 Р, 

对 应 关系 ， 用 P, ЕЕ НУВ — | 
点 , 及, 家 球面 上 与 Po 相对 的 点 ， 作 一 
平面 与 球面 切 于 点 于 。。 通 过 点 Po 和 
нЕ Муна. ВН 
平面 交 于 点 N， 并 将 六 与 点 有 对应. PR 
面 上 的 点 对 同 平面 上 的 点 和 之 间 的 这 图 16 

个 对 应 是 一 一 的 (图 16). | 

51， 首 先 将 全 球面 映 到 挖 挤 一 个 点 的 球面 上 (这 个 对 应 可 用 像 将 圆 映 到 
控 掉 中 心 的 贺 上 的 那 种 方法 作出 来 ， 参 看 45 题 的 解 )， 然 后 借助 于 《 测 地 投 
>, 将 控 掉 一 点 的 球面 映 到 平面 上 ， 

52， 将 圆 的 中 心 放 在 点 各 处， 建立 线段 O M (这 里 好 是 星 形 区 域 边 界 土 
任意 一 点 ) 上 的 点 同 在 射线 O% 上 的 半径 04 上 的 点 之 加 的 一 一 对 应 ; ifa О 
Н В ХУ, 

53， 在 无 理 数 集 4 中 取出 任意 一 序列 ， 例 如 : 2, 22,32, -", 
nM 2，…, 用 B 表 一 切实 数 集 ; Ва О а В: 7, 72，… 
rs: …); 工 表 一 切 形 如 ns 2 ИЖ Об ЖЖ и, 2 (0220, $£ 
数 ) 的 全 体 无 理 数 集 , 那 末 ， 

A=CUL, B=CU(LU B). 
将 集 工 中 的 元 同 集 上 LU 及 中 的 元 一 一 对 应 起 来 , 例如 , 用 下 全 的 方法 : 
L: M2,2V 3,3V 23,4 2, (268—1) 2,2k 2, < 
ІШЕ. r, V2, та 2 2D, г, БО 
将 集 C 中 的 点 同 自 身 一 一 对 应 起 来 最 后 得 到 4 和 种 8 之 间 的 一 一 对 应 ， 
54. а) 用 下 面 的 方法 ; 


Л 
2 = —-—- П 
+ 


с —а T n — 0 
— - — — — 到 ”一 一 -一 一 
Ьа 3 十 ас 


МНЕ (0, Б) х (6 田中 之 点 (各 т) У (5. 5) (5 z) 中 之 
ні (Z, У) Е. 

6) 用 下 面 的 方法 : 
° ]18 * 


要 


X=tgz, Y=tey 
нЕ (-= (р, тян, p 与 平面 上 的 点 (X,Y) 对 应 ， 
в) 参看 a), 6). 
55， 在 这 个 对 应 下 得 到 的 不 是 线段 (0， 菇 中 的 全 体 点 ， 在 已 给 对 应 下 ， 
不 能 得 出 无 尽 十 进位 小 数 展 式 中 , 从 某 个 号 码 起 全 部 偶数 ' 立 上 为 0 Ву: Я 
如 , 不 能 得 到 点 0.35703070…, 因而 , 这 个 对 应 不 是 正方 形 .0, 1] Ж (0, 1j 和 线 
段 (0, 1] 之 间 的 一 一 对 应 ， 但 是 , 这 个 对 应 是 正方 形 中 的 点 和 线段 (0 118936 
个 子 集 中 的 点 之 间 的 一 一 对 应 . 
56， 将 线段 [0, 1] 中 的 爹 部 有 理 数 编号 : 
Ту, To, Fags Tg  *** (1) 
并 将 正方 形 中 全 部 有 理 点 排列 成 下 表 : 
(Tri) (ть 72) (Ti T.) "° 
(тот) (T, 72) (T, 73) e 
(73,71) (Ts To) (Ty Ts) ° 


(то т) (Taro) (Te Ts) "° 


按 下 面 的 次 序 将 这 个 表格 中 的 全 部 点 表 成 一 序列 : 首先 让 (т, т) hs, Ж 
后 是 横 标 足 指 数 与 纵 标 足 指数 之 和 等 于 3 的 点 , 接着 是 足 标 数 之 和 等 于 4 的 
БУ: 
(т.т), (т, Г), (ть т), (Г. 7), (r, то), (тз, Та), (r , T), (Ts, Ts), *** 
(2) 

现在 , 用 通常 的 方法 , 将 序列 (1) 中 的 第 % 项 同 序 列 (2) 中 的 第 Rw 项 对 应 , 则 得 
序列 (1) 中 移 项 与 序列 (2) 中 的 项 之 间 的 一 一 对 应 ， 

57. em. 首先 建立 一 切 正 方形 (mm 十 1jX (п, n-+- 1j 组 成 的 集 与 一 切 
半 闭 区 间 (p, Pp 十 1 组 成 的 集 之 间 的 一 一 对 应 (这 里 тп p 是 一 切 可 能 的 整 
数 )， 然 后 建立 正方 形 (o тт ПХ (в, п ФЕНА ЖЮ Ы ру Вуч 
闭 区 间 中 有 理 点 集 间 的 一 一 对 应 ， 

38， 所 示 ， 将 一 切 有 理 系 数 多 项 式 表 为 整 系数 多 项 式 被 自然 数 除 的 商 
ВУЖ. 

59. МАУ АЈ 1) I + S PH 28 k Z 07, ЗЕН 1800, 1) 中 
信 部 二 进位 有 理 点 集 之 同 的 一 一 对 应 : 将 每 个 有 限 子 集 (%%., ть, …， n.) (这 里 
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n <7<…<zi) 与 二 进位 小 数 对 应 ， 该 二 进位 小 数 在 小 数 点 后 第 nan, o, 
Е, 其 余 各 位 为 0 例如 ， 集 (2, 3 5) 对 应 二 进位 小 数 0.01101， 即 二 


и, 1 1 1 13 
SEL SB РН = 55 


“这 样 的 对 应 确定 后 ， 余 下 的 仅 是 将 半 闭 区 间 [0, 1) 中 的 全 体 二 进位 有 理 
点 加 以 编号 的 问题 .而 编号 可 以 用 下 面 的 方法 作出 : 
0, 工 аа SF: ра Z 2 ина: 

НА, ИХ ВИО, 1) 中 二 进位 有 理 小 数 的 集 向 全 体 自然 数 的 集 之 间 就 
建立 了 一 一 对 应 关系 . 

00， 将 每 个 用 然 数 序列 

пу, Rey Me 
同 自然 数 升序 列 
mim, < < mnm; a 

对 应 , 这 里 ， 
==, m. 1-0, тии 0, тт т, o, 
这 个 对 应 是 一 一 的 . 

61. ЗЛУ] пто Сп АВЕС ЗЛУ, 该 二 进位 小 数 
在 小 数 点 后 第 non, п, 6,01, 其余 各 位 上 为 0( 比 较 59 题 的 解 
法 )， 


第 三 章 жю 
62， 可 数 集 ， 
63， 可 数 集 . 
65， 可 数 集 (参看 关于 p= 2 时 59 题 的 解 )， 
766. п, 


67， 首 先 注意 ， 单 调 增 函数 f(7) 的 每 一 间断 点 zo 是 第 一 类 间断 点 ， 事 
实 上 , 因为 , 函数 (г) Еа, xo] 上 是 单调 有 界 的 ， 那 未 , 当 z 一 zo 一 0 BF, 它 有 
极限 ; 类 似 地 , 当 лэх, О WF, 函数 f(z) 也 有 极限 ， 

称 差 了 (zo 十 0) 一 f(xo 一 0) 为 函数 在 间断 点 ze 处 的 跃 度 ， 单 调 增 函数 在 
每 个 同 断 点 处 的 跃 论 是 正 的 ， 容 易 验 证 , K KT a GX Hi a 是 任意 一 正 数 ) 
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的 间断 点 集 是 有 限 的 , 即 是 说 , едина ® Ех 
路 度 大 于 的 间断 点 之 集 ， 显 然 , 全 部 间 上 断 点 之 集 如 等 于 所 有 E, 的 和 ; 


Е= Е,\ЈЕ,1) Е.) 1) Е, 
因为 , 所 有 的 E, 都 有 限 , 那 来 , 召 至 多 可 数 ， 
对 在 La, 站 上 单调 减 函 数 证 明 类 似 . 
68， 用 A, 表 在 闭 区 间 [ 一 i 1) EER Apr nk ik. — 
在 整个 数 轴 上 全 部 间断 点 之 集 4 等 于 一 切 A, 的 和 |: 
A=A,.  A,U As Ul A Us 
每 个 A, 至 多 可 数 ( 参 有 67 题 )， 可 数 多 个 这 样 的 集 之 和 也 :时 至 多 可 数 的 . 因 
而 ,4 至 多 可 数 . | 


69. # z,—En(T- +=). 显然 Е.В, 因为 
U s= опр нт) 
= E (0, + co) = E. 


如 果 一 切 Е, 都 不 超过 可 数 , 那 未 ， 所 有 E, 之 和 也 不 超过 可 数 ， 这 就 与 互 为 
不 可 数 的 条 件 矛盾 ， 因 而 , 诸 E, 中 至 少 有 一 个 是 不 可 数 条 


70. 不 正确 . 例如 ， Е- 1, >. >, 二 ..., =, "| ЕЕ; 


但 对 任意 >>0, Ж ЕП (+, 十 co) 是 有 限 的 

11. 能 . 可 取 任 何 一 个 不 同 于 一 切 |4; 一 Z| (这 里 ， кау еж РЕ 
正 数 作为 gs 不 同 的 这 种 数 | 为 一 好 | 是 可 数 集 ， 所 以 ， 冲 能 找到 不 同 于 一 切 
|z;— zx | Ш a>0. 

12， 可 ， 如 同上 题 一 样 进行 证 明 ， 

73， 用 点 0, +1, +2, 13, … 将 直线 分 成 可 数 个 于 区 间 ， 每 个 财 区 问 至 
多 含 已 知 集 一 个 点 ; 因而 ， 在 集 吾 中 的 点 和 由 已 作出 的 刚 区 间 组 成 的 其 一 集 
族 之 同 存 在 一 一 对 应 关系 ， 即 是 , ЖЕН. 

74， 证 明 如 同 73 4. М, НН: zx=const :用 y=const 将 平面 
分 为 可 数 个 边 长 为 7 的 正方 形 。 

75. W 

16. Ее 61 题 )， 
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77， 连 续 势 (参看 上 一 题 及 60 题 )， 

《8，79、 连 续 势 、 

80， 连 续 势 ， 提 示 . 建立 全 部 有 理 数 之 集 同 全 部 自然 数 之 集 之 问 的 一 一 
对 应 ， 于 是 , 就 建立 起 了 有 理 数 组 成 的 一 切 序 列 之 集 和 自然 数组 成 的 一 切 序 
列 之 集 之 闻 的 一 一 对 应 这样 问题 就 归结 到 了 77 题 ， 

81， 连 续 势 ， 

82， 连 续 势 (每 个 闭 区 间 [a, ЗИ gz 上 具有 坐标 为 a, b 的 那 
一 点 ; 这 个 对 应 是 一 一 的 , 半 平 面 y2>z 上 的 点 集 的 势 是 连续 势 )。 

83， 这 个 集 的 势 是 有 限 的 或 可 数 的 . 

84， 连 续 势 ， 提 示 ， 每 个 园 (z 一 0) :十 (y 一 b):= 妈 同 三 维 空 间 中 坐标 为 
a,b, 五 的 点 对 应 , 然后 , ЖЕН. 

85， 这 些 贺 周 所 成 之 集 可 能 古 不 可 数 的 (例如 ， 所 有 的 同心 加 周 组 成 的 
Ж). 

86. ЯН ТН ЈЕ М — + 
集 至 多 足 可 数 的 我们 证 明 这 一 论断 : 将 已 知  * 

集 的 每 个 字母 下 周 平面 上 的 这 样 的 三 个 有 理 点 

М, N, Рр, Ф880 HN F|: Et T ñ — 2 H N 

х, М MP 和 NP 与 字母 了 的 一 横 相交 于 字母 图 17 

一 坚 的 两 侧 ( 图 17)。 同 样 的 三 个 有 理 点 M, N, 三 至 多 对 应 一 个 字母 了 ( 容 
易 证 明 , 如 果 三 有 理 点 对 应 两 个 不 同 的 宁县 Т, ЗР, 这 两 个 字母 就 要 相交 ). 
因而 , 字母 了 组 成 的 已 知 集 同 乎 面 上 由 三 个 有 理 点 组 成 的 某 一 集 之 间 确 立 了 
一 个 一 一 对 应 ， 这 样 的 三 点 所 成 之 集 至 多 可 数 ， 那 末 , 两 两 不 相交 的 字母 T 
所 成 之 集 也 至 多 可 数 ， 

87. 这 样 的 集 的 势 可 能 小 于 或 等 于 连续 势 。 为 此 , 在 直线 у= 一 2 E, 作 
ЕЖЕ, 通过 这 个 集 百 的 每 一 点 写 一 个 字母 矿 (用 此 点 作为 字母 矿 的 
角 顶 点 ， 而 宇 母 六 的 横竖 二 于 分 别 平行 于 二 坐标 轴 )。 所 科 这 样 写 出 的 字母 
是 两 两 不 相交 的 , 这 些 字母 之 集 具有 集 卫 的 势 ， 

88，、 连 纺 势 (用 4 表 形 如 gz，&>0 的 国 数 所 成 之 集 , 用 BB 表 严 格 增 的 连 
ЖИ > К, АСЕН, ЯЖ, AC BC (0. BAC f 
续 势 , 因而 B 也 有 连续 势 ). | 

89. ел, ЕАН Н 2 А НКО, НОН 
数 的 全 部 间断 点 都 是 第 一 类 间 斯 点 。 辣 时 还 和 注意， 在 Lo, 6j 上 各 种 不 间 和 的 可 
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数 子 集 组 成 的 集 具 有 连续 势 )， 

90. 2735 | 

91. м. 为 此 , 我 们 建立 十 进位 小 数 的 展 式 中 缺 7 的 所 有 无 尽 十 进 
位 小 数 之 集 4 和 [0, 1] 上 的 一 切 无 尽 九 进位 小 数 之 集 B 之 司 的 一 一 对 应 : 集 
4 中 每 个 十 进位 小 数 对 应 互 中 这 样 的 小 数 , 该 小 数 是 前 一 个 小 数 中 几 是 数字 
9 都 用 数字 7 代替 后 而 得 到 的 ， 这 个 对 应 是 一 一 的 ， 但 互 0, l = c, N iü, 
A= ec. 

92. к. 

93， 连 续 势 . 所 指 形式 的 十 进位 小 数 之 集 4 和 全 体 十 进位 小 数 之 集 B 
之 间 的 一 一 对 应 可 用 下 面 的 方法 确立 ， 将 4 中 的 每 个 无 尽 小数 同 B 中 这 样 
的 无 尽 小 数 对 应 , 该 无 尽 小 数 是 由 前 一 小 数 中 删 去 第 三 位 上 的 数字 7 而 得 到 
Ву. Я, 与 小 数 x==0.257361…&4, 对 应 的 是 小 数 y=0.05361.…8B; 与 小 数 
х=0.237758.-.6 А 对 应 的 是 小 数 y=0.23758.…EB， 集 B 有 连续 热 ， 因 而 ，4 
ОЕ: 

94， 连 续 势 (参看 91). 

95， 用 字母 4 表 半 径 为 7 的 闭 圆 ,字母 号 表 具 同 中 心 同 半径 的 开 圆 ， 字 


BC 表 同 中 心 半径 为 的 闭 圆 ， 那 未 ，4 二 BDDC， 集 4 和 阳 集 C 有 相同 的 势 


(它们 之 间 的 一 一 对 应 可 借助 于 相似 变换 来 实现 ， 而 相 们 变换 中 心 为 公共 的 
圆心 )， 从 集 4 和 集 C 的 对 等 性 得 知 4 对 等 于 B (根据 康 : 壬 - 白 思 斯 坦 定理 )、 
96. 22 95 Ш. 
97， 设 4 是 全 平面 , ВЕМЕЛ E, 0 是 包含 在 BB 内 匆 开 正方 形 ， 那 来 ， 
А2В>0. НАЯ СВ 54 Ш в), М, АЗ В. 
99. ЖЕ. ЕЕЖ 4\C (这 里 C 是 集 4 的 任意 一 个 有 限 子 集 ) 对 等 于 也 
100，4=(A\B)U (АПВ), B=(B\A)U (АПВ), ЕЕ, A\B 和 4 人 无 
公共 点 ,同样 , E B\4 和 AB 也 无 公共 点 因为, 根据 条 件 , AB—BNAR. 
АГВЬ-АПВ, 所 以 , A~B. 
101， 根 据 问题 的 条 件 , 容易 验证 关系 式 成 立 : 
B=AU(BNA), | | (1) 
BUC=[AU (C\B)1U (BN A) (2) 
千 式 (1) 布 边 部 分 两 项 无 公共 点 ， 同 样 ， 等 式 (2) 右 边 部 分 两 项 也 无 公共 点 ， 
集 4 和 集 AU (CNB) 对 等 ; 由 ACAU (C\B) C4UC 和 按 条 件 4~4UC， 
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于 是 得 出 А-А (COC\8)， 册 此 关系 及 等 式 (1) 和 (2) 得 出 B~BUC， 
102、 不 正确 ， 例 如 : 
A={1,2,3,4,.}, B= {2,3,4,.}, 
C=A, D=1{3,4,5,.}. 
这 里 A~0, B= D, АРВ, C—2D, IB АВ ЖУ T CND(ANI 由 一 个 元 组 成 ， 
C\D 由 两 个 元 组 成 ). 
103. 104. 不 正确 , 
106. Е. 
107. 98: 用 C， 才 半径 为 п, 圆心 在 坐标 原点 的 圆 ， 显 然 ， 


E= |] (0, ПЖ). 


n=1 
Е С, 门卫 都 不 超过 可 数 , ЯЖ, ЖЕЛЕТ К. ВЕЖЕ 
数 ; 因而 , 至 少 有 一 集 C, ПЕ Жа, 

108. ж 59 м. 

109. ЗЕ. 

110. Е: pa. 


第 四 章 ”度量 空间 
111， 满 足 前 两 个 公理 是 显然 的 ， 用 下 面 的 方法 来 验证 满足 三 角形 公 
理 : 对 于 在 [a, 8] 上 任意 的 有 界 阔 数 p(t), w(t), X(t) 和 任 洛 的 t€[a, 61, 9 
|@(1)—0(t)| < |e(t)—X(t)|+|X(t)—0(t)]| 
вир! p(t) (0) +зир| ХС) — (t)! 


= р(ф, Z) + p (ZX, $). 
因而 ， 数 о(о, Х) -о(Х, 如是 函数 lpg(t) 一 (2) 的 上 界 。 上 上 确 园 是 上 
界 中 的 最 小 者 , 故 
Supl g(t)—¢( Sp lg, X) +, р). 
即 
р(ф, ў) <р(ф, X) + p (X, 3). 
112， 首 先 证 明 : АЯ КОХ, MXQ SB 
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数列 z(a, а», аз, …) 20 У(Ь,, b. b, 5), Ш p(x, 9) 都 在 有 定义 的 ， 事 实 
Е, |а: 61 < а, | 二 |, 而 级 数 У [ат У ЬЕ 


өг. НА Ха —b,| ЧЕ. 


为 了 验证 它 满足 三 角形 公理 (满足 前 两 个 公理 是 显然 的 ), 我 们 注意 ， 对 
任意 的 多 有 
la,—b,| <la,—c,; | 十 |с;— 6; |, 
因此 
> la —b |< > [в + е, 5, 


即 
р (5, 5) < р(х, 2) To(z, 9), 

这 里 2=2(с1, Со, Ca, ...). 

113， 如 像 111 题 那样 验证 满足 全 部 公理 ， 

114. Ча at 和 之 b: 收敛 时 , 级 数 少 (a; 一 bi)* 恒 收敛 ， 它 可 
ВТА. 

(a,—b)tSal+2labii tb а 2. тар +2. 
满足 度量 空间 的 前 两 条 公理 是 显 见 的 ， 按 下 面 的 办 法 来 验证 它 满足 第 三 条 
公理 ， 在 % 维 欧 氏 空间 中 不 铬 式 


SE TN 十 2 G — b) 
i=1 = 1 


i=1 


成 立 ( 即 % 维 欧 氏 空间 中 的 三 角形 公理 )， 在 此 不 等 式 中 , 令 n—co, BOE, 
得 


Jaa: < Sec: нь . 
í =1 i=1 i=1 


115， 在 不 等 式 
[p72)— YT Sop)— (т) | | (2) р (2) | 
两 边 , 由 a #16 积分, 便 可 验证 三 角形 公理 . 
116. &, НАНА т" (5—1) =0 不 能 得 出 z= 纪 因而 不 满足 恒 等 
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i 


公理 . | 
117. 是 度量 空间 ， 前 两 条 公理 容易 验证 ， 为 了 验证 第 三 条 公理 ， 先 证 
阴 对 和 任意 的 а220 1 0220, 不 等 式 

arctega+arctep>arctg(a+p) о 
成 立 ， 为 此 , 只 需 证 明 在 国定 >0 时 , а 的 钞 数 f(a)=arctga+arctgp 一 
arctg(g 十 8) 是 递增 的 。 因 00) =0, 则 在 а>0 Br, f(a)>0. 
118， 是 ， 对 任意 的 а220, 220, 不 等 式 а+В<а+8-2ИаВ 显然 成 
两 端 开 方 , Вата 十 V 6， 由 此 不 千 式 可 推出 满足 三 角形 公 


вн 


119， 是 度量 空间 . 

120. жена). 

121. ЖЕН. 虽然 满足 头 两 条 公理 , 但 三 角形 公理 不 请 足 . Я 
为 当 点 М, N 在 М ПА, 且 非 常 接近 Мо 时, 有 

(М, N)>p(M, Mo) + p(Mo, N). 

122。 为 了 推出 积分 的 柯 西 - 厦 尼 雅 萎 夫 斯 基 不 等 式 ， 我 们 把 闭 区 同 .a. 
如 分 成 n 段 Aii(k 二 1,2,…,%), 并 在 每 段 内 任 取 一 点 t, 然后 ， 运 用 有 限 和 
的 柯 西 - 布 尼 雅 考 夫 斯 基 不 等 式 于 两 个 有 限 序 列 : 
ФО) МАЕ, ФМ Д, е фО, АЕ, ; 
ОМА, ОМ At, = ЖД, , 
恒 得 出 


LP YA < Seva | (нога, , 
k=1 k=1 K=1 


令 At; 一 0, 在 不 等 式 两 端 取 极 限 便 得 到 


fwCDYCDat<yY 人 [GODaty | cya, 
这 就 是 柯 西 - 布 尼 雅 考 夫 斯 基 积 分 不 等 起 ， 对 于 任意 的 霹 续 函数 9( 间 和 


(t) 它 都 是 对 的 , 用 2 去 乘 它 的 两 端 ， 然 后 两 岗 加 上 | (900 
十 | [%(tD]296 可 得 
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(Pea < Pea ya. 


现在 假定 (Г), УС), (6) 是 在 Га] ГЕТЕ. Fñ 
Фб) = 2001) — 261), (1) = 201) - КОЖА ЕЖА, 便 得 
р(х, 9) < р(я, 2) + р(2, 9); 
因而 , 在 已 给 的 空间 中 三 角形 公理 成 立 ， 容 易 验 证 恒 等 公理 和 对 称 公理 也 都 
满足 , 从 而 , 给 出 的 空间 是 度量 空间 ， 
123. 是 度量 空间 ，, 
提示 为 了 验证 三 角形 公理 ， 预 先 把 距离 公式 化 为 下 面 的 形式 较 简 单 . 


p( 1,) =^/ (Pp) (та, іа) (cosa, Cosa), 
然后 利用 三 维 欧 氏 空间 中 三 角形 不 等 式 成 立 这 一 事实 . 
124， 是 度量 空间 . 
125， 不 是 度量 空间 . 因为 恒 等 公 理 不 满足 : 两 条 直线 
- I. zCoSa--gsina-pDp=0 
| ly: 1608 (л-а) Буп (x —a)--p=0 
并 不 重合 , 但 有 р(1..1,) =0. ДИ, 两 条 直线 
Li: хсоза 1- sin a =0; 
L,: XCOS (ла) + узт (z +a)=0 
是 重合 的 , 却 又 有 p(L,, L.) =2| sina |30, (4 0<a<.). 
120， 是 度量 空间 . 
127， 是 度量 空间 ， 
128. ЖЕ. В 可 能 非 度量 空间 (例如 , 参看 125 和 126 题 )， 
129， 除 恒 等 公 理 外 , 在 中共 余 的 公理 都 满足 ， 例 如 ， 设 В, 
Е, = (a, b), E,= [ a, b], 则 有 оСЕ,, Ё) = 0, 其 实 Е-Е. 
130， 集 族 中 是 度量 空间 ， 
131. 这 个 集 族 不 是 度量 空间 ， 如 果 BiCEs, 则 p (E,, E,) = 0, 其 实 Е 
Е,. 


第 五 章 ” 集 的 极限 点 与 内 点 ' 开 集 与 闭 集 
132， 设 inf оба. у) =4>>0， 我 们 证 明 ， 平 面 上 的 任何 点 a 都 不 可 能 是 


ТЕЕ 
у é gz $ 
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极限 点 ， 为 此 ,我 们 证 明 , 在 点 的 5 - 邻 域 中 不 会 有 一 个 以 上 的 属于 妃 的 
点 。 事 实 上 , 如 果 有 至 中 的 两 点 ，zE 且 уЄЕ, WA 
p(z, 0) Sp(z, a) +p(a, 0) <Š + 人 = 
RI p (z, 9) <d 
而 这 与 条 件 d=inf o(z, 9) 3: 8. 
F Be 
133， 直 线 上 的 点 集 Bi 
1 1 1 1 
pW 3° 4’ т … 和 0 
满足 这 个 条 件 ， 这 里 Е {0} ( 单 点 集 ), E = @. 
134， 当 n=2 时 , 参看 上 题 。 当 n=3 时 ， 我 们 可 以 作出 相应 的 集 P. 例 
дп, 对 每 个 形 如 二 (这 里 是 自然 数 ) 的 点 ， 作 一 序列 | 二 +} k=1,2, 3, … 


ЛЕС с. ЯВЖ, 对 一 80805-5 - (821, i 之 1) 的 点 所 成 的 集 


再 加 上 点 0 WK A P 2 ЖИ E,. (上 题 中 作出 的 集 ) 是 КЖ. E.= Ë; 
由 此 知 
Ез =Е,=40}, E= Ф 


当 ?>3 时 , 可 类 似 作出 ， 一 般 , 对 任意 之 2， 特 别 由 一 切 形 各 ++ 
uQ ОО т<, 而 分 母 iyi, s, ü НОВ ГЕ B PKK 1, 


…) 所 组 成 的 集 E,., 满足 问题 中 要 求 的 条 件 ， 容 易 证 明 , Е... Е, -， 
ВНЕ Е п = {0}, g, = @. 

135， 集 刁 是 闭 的 ， 由 一 切 形 如 一 和 0 的 数 所 成 的 集 是 的 导 集 ， FE” 
{0}, "二 8 (参看 上 题 )， 
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136， 例 :由 一 切 点 ( 节 ， 讽 * 取 一 切 整数 ，n 取 - 切 自然 数组 成 的 集 
Е. WE, Е 是 整个 数 轴 Oz, 而 且 ， 所 给 集中 没有 任何 -点 在 户 中 (图 18). 
另外 的 例子 在 288 题 中 引出 . 

137. Waj E' 的 任 一 极限 点 ， 我 们 证 明 a 也 是 五 的 极限 点 . 作 a 的 
任意 邻 域 了 Fe(a)， 在 该 邻 域 含有 如 中 无 穷 多 个 点 ， 在 这 些 点 中 任 取 一 点 ， 
例如 , РСЕ", FEB Shi У (0), НАТР У, (а) н. ТН 
多 个 五 中 的 点 (因为 , 5EB' ， 即 是 说 是 吾 的 极限 点 )， 而 7s( 纪 中 所 有 属于 
五 的 点 当然 也 在 V , (a) 中 ; 即 是 说 , 点 а 的 任 一 邻 域 了 (DD 含有 加 中 的 无 穷 多 
个 点 ， 因 而 ,a 是 如 的 极限 点 , 即 otB'， 这 样 , B' 的 任意 极限 点 4 都 在 E' 中 ， 
这 就 说 明 集 五 是 闭 的 ， 

138. Чл Ежи (Я Е), 那 未 ， 它 的 一 切 : 受 限 点 都 在 Е 中 , ED 
E'C RE. 类似 地 BB" CB 等 等 ， 


139， 例 ; 设 4 是 平面 上 连接 点 ( 二, 9j 和 (去 , 1) 的 闭 线 8. яж, A, 
=4 U = Ша (0А) =( U 408. 这 里,B 是 连接 点 (0,0) 
& к Е k 


和 (0，1) 的 闲 线段 (图 19)。 这 时 ，{( [] A.) > U 4 ü 等 式 不 成 立 ， 一 
k k 


у 
|] 
B 4 А; 4; А 
. £ 
01111 1 1 
6543 2 
图 19 
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аты: ы баты Л L Z ааа Бы I: -—- с r ú x=. .L..- - .. 


3 k; 


А т. 111... 
М0. ЖЕ. BL 4-15. > | В > а 


1 \ — 
2 ,这 里 ANB= Ӯ. 


141， 所 有 问题 的 答案 都 是 肯定 的 (参看 , 例如 ， 作 为 136 题 的 解 而 建立 
起 来 的 结果 )， | 

142， 例 ， 在 闭 区 间 50, 1] 上 作 一 集 Е, 它 出 全 部 形 如 一 (这 里 ,n==1, 2， 
3,…) 的 点 组 成 ; 在 "1, 2] 上 作 一 集 Е, 它 由 全 部 形 如 + (这 里 ni 二 
2, 5, 4, "**; n. = 2, З, 4, …) | 的 点 组 成 ; — Вх, Е —-1, к ЕЕ by, 它 由 全 部 形 
В 1 一 1 于 二 十 二 十 … 十 二 (这 里， n, == Ё, L +], k + 2, *..5 n. = k, k-+ 1, 

п, 1, n 

k + 2, у; n =k, ЕН +2, 的 点 组 成 ， ЯВЖ, — 8) Е, 之 和 Е: b= 
[] Е, 满足 问题 中 的 全 部 要 求 ， 
K =1 


143. ЗН НГ-1, 0 加 到 142 НЕННЕ БТА Г. W, 3 


M=EU[-1,0), # MO MO, і), В. [] М®=[-10] 78. 
K=1 
144. а) 空 集 和 全 平面 ，6) 在 平面 上 的 任意 开 集 (不 同 于 空 集 和 全 平 
1). в) 任意 既 不 开 又 不 闭 的 集 ( 例 如 , 由 满足 0=<r<1,0=<;/<1 之 点 (z, g) 
ЖЖ). д) 在 直线 上 的 全 部 无 理 数组 成 之 集 ， 
145. 在 这 种 点 的 任 一 邻 域 中 既 可 以 找到 不 属于 集合 的 点 (特别 , 此 点 本 
身 ) 也 可 以 找到 集合 中 的 点 (因为 这 个 点 是 极限 点 )， 
146. 15 A= A,U A. Н хеботед, ЗВ, 在 点 zz Е ФВ СА 
的 点 (这 些 点 既 不 在 А, 中 ， 也 不 在 А. 中 )， 又 有 A, 或 者 А, 5 的 点 ， Hy `É € 
为 ce 一 一 的 点 z 的 邻 域 序列 ， 卫 在 每 个 这 样 的 邻 域 中 取出 扁 于 A. 或 者 A, 
中 的 一 点 ， 集 A, 或 者 4 至 少 有 一 个 (为 了 确定 起 见 ， 我 们 认为 是 集 4) 在 
无 穷 多 个 这 样 的 邻 域 中 有 它 的 点 , 例如 , Е 
V , (1), V. (2), 1... V , (a), ... 
巾 。 那 未 ,点 z 的 任何 邻 域 含 A, 中 的 点 ; 事实 上 , 取 任 一 邻 域 T.G), WE 
k 取 充分 大 的 k, 使 >): УПИ, ФУМ, (z) ë & A, 中 的 
ть “у 
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一 点 ; й, И.С) АЕР А, 中 的 一 点 
这 样 , 点 x 的 任意 邻 域 既 含 有 А, 中 的 点 ， 也 含有 不 属于 А, 中 的 点 .于 
是 , ZEborne4;， 因 而， 
z€(borneA,) U (borneA,), 
НП borneAC (borne A,) |} (Богпед.). 
妇 采 4 非 二 集 之 和 ， 而 是 任意 有 限 个 集 41， А, +", 4 之 和 ， 证 明 是 类 似 的 . 
如 果 4 是 无 穷 多 个 集 之 和 ， 类 似 的 结论 不 再 成 立 ， 例 如 ， 设 4; ЖЕ 


面 0xy 上 由 方程 zx 一 元 给 出 的 直线 , ЯЖ, |] A, РА Oz 上 的 全 体 点 作为 
k=1 
自己 的 边界 ; 但 这 些 点 不 是 任何 一 个 集 A, 的 边界 ， 


147， 因 为 41 己 41U 4;, 那 末 41 忆 41U А; ЖДЊА, СА, ЈА; МА, U 
A.— A, Ú 4,. 

相反 的 包含 式 4U4:C4U4: W А № Е BJ 9 & 5 borne (A, U 4,) C 
(Богпе4;) J (borne4,) 那 样 的 方法 证 明 (参看 上 题 的 解 1. 

比较 这 些 包 含 式 即 得 出 要 求 的 等 式 41U A,= A, 0 2. 


关于 无 穷 多 个 集 的 包含 式 (Јас [J A: 像 证 明 两 个 集 之 和 的 包含 式 
$ 6 


АЦ А, СА, А, 那样 的 方法 证 明 . 

148. 如 果 A, 和 A, ВИ, ЗА, =А, А, =Аз 所 以 按 前 一 题 的 结果 
(关于 二 集 之 和 ) 有 41U 4,== 41U 4, 一 4A1U Ах 因而 , А. А, 是 闭 集 ， 

对 任意 有 限 个 集 的 证 明 是 类 似 的 . 


149， 设 4, 是 闭 集 ， 我 们 证 明 [ ]4: 也 是 闭 集 , 即 (а= [| А. 
š š А 
一 方面 显然 有 包含 式 们 ac [] 4 为 了 证 明 ; 泪 反 的 包含 式 ， 考 察 
| | ¿ ¿ 


任意 点 z€ 门 4; 在 点 z 的 任意 邻 域 中 有 Г] 4: 中 的 点 ; 因而 ， 在 这 个 邻 域 
а š 
中 有 每 个 集 4: 中 的 点 ， 这 就 意味 着 点 是 每 个 集 4 的 接触 点 ， 即 z€A; 对 每 
个 A: 成 立 (由 于 集 А 是 闲 的 ), 所 以 ze а, 即 是 说 门 4c а. 
¿ ¿ А 


比较 所 得 的 包含 式 得 出 结果 : [|a= [Г] 43 这 即 是 说 [] 4: 是 闭 
$ ë ¿ 
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RU, 

150. 设 a 是 五 的 接触 点 ,我们 证 明 a h E E н НХ, ВЕЖ 
邻 域 VCa), 并 在 其 中 取 点 ME， 其 次 ， 作 包含 于 了 (ea) АУ). ШУ 
БЕ, 那 末 ，5 是 吾 的 一 接触 点 ， 因 而 ,F( 切 至少 含 忍 中 的 一 点 “而 这 点 也 在 
Fo 中 ， 因 此 ,点 4 的 任意 邻 域 了 (go) 至 少 含 吾 中 的 一 点 , 这 联 是 说 ge дЕ BU 
接触 点 。 所 以 ,at 名。 这 样 一 来 ， 就 证 明了 集 五 的 所 有 接触 点 部 在 五 中 BH 

151， 如 末 序 列 ri r. Ta … 无 春 , 那 末 , КИ ЕВ. 

如 果 序 列 ru ra ya …w 有 界 ， і Нот, =a, ЖЖ, 这 上 峙 圆 之 并 非 闲 ; 
如 采 将 半径 为 a 的 极限 加 加 到 这 些 贺 中 就 得 到 这 些 圆 之 并 的 门 包 . 

152， 这 些 圆 的 并 非 闭 ; іт, = а> ОСП Жое, = 0, 则 为 一 点 , НРА 


共 中 心 ), 将 半径 为 a 的 圆周 加 到 已 给 的 同心 圆周 中 , 就 得 到 并 的 闭 包 ， 

153. 如 采 1imrn 二 十 co， 这 个 集 是 闭 集 (这 时 ， 它 同 全 平 下 重合 ); 如 果 
limr,=a< 00, ЗЕЯ]. ХЕИ F, 这 个 集 都 是 开 的 。 

154、 这 个 集 不 是 完备 的 ; 加 一 点 
(坐标 原点 ) 到 它 里 面 去 就 得 到 完备 集 , 

155. 用 C, 表 中 心 在 地 轴 上 ， 半 


二 公里 , 在 北半球 地 表面 上 的 圆 
2лп 


径 为 
周 ; 该 回 周 长 等 于 二 公里 (图 20). АВ, 


表 在 地 球 表面 上 C, 之 南 7 公里 处 的 网 
周 ， 那 末 , ЖЕНЕ ж: 

Е=В,1)В,1)В,0: U P,, | 
这 里 Po 是 一 单 点 集 ( 南 极 ). 图 20 

% ЕЗЕМ. ИЛ РВ,, В», … 之 外 ， 在 北极 以 南 7 АНА: И 4 上 的 
一 切 点 也 是 极限 点 (圆周 4 A EE dh), 所 以 ， 

E=EU A, E! = (RU А)\Р,. 

156. БЕЖЕ, ИЧ. МЕЖ š ВИТЯ т, } GK 2,6Е,). ЗВ 

Ж, Р(х.) >a, xF— J] п. 根据 了 (x) 的 连续 性 有 (5) = lim ftz)， 而 由 分 析 


中 知 : 如 果 序 列 中 各 项 都 大 于 或 等 于 a, 那 末 ， 它 的 极限 也 大 于 或 党 于 4 B 
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以 . Jim f (zn) > >a, 即 是 f (6) >a, 因而 , СЕ, ХВЕЖЕ, ДМИ. 


157 ЕЯ Ел. В, 可 以 找到 焦 五 的 元 序列 : f (<), 
Ё:(х), ВСР фт) СЕН C rR ly 2k, HH 5 % 一 ce 有 时 max Р.С) — (2) | 


—0). АЯ, у, (2) ӘР ф(х). ша (о-в ИР p (z), 
则 对 每 个 z. 210, 17, 有 limf, (х) = 二 p(XY)， 因 为 ,对 每 个 z€[0, 1), A< f, (z) 


<Р, 那 末 ,对 极限 也 有 Ату, (о) SB, Bl 4A<9(z) < В. 


所 以 , p(z) EE， 这样 一 来 ， 集 百 的 所 有 极限 元 都 属于 加 ， 这 就 表示 百 是 
ВУ. 

158. ЕВА 10, 

159. 不 是 (例如 , 平面 上 相交 一 点 的 二 团 区 间 ). 

160， 有 限 个 完备 集 之 和 总 为 完备 集 可 数 个 完备 信之 和 不 一 定 是 完备 
集 ( 参 看 下 一 题 的 例 ). | 

161. 1. 可 数 个 闭 区 间 组 成 的 集 之 和 


ЕХ 5 | ] 0 92-5 2 一 -ry 
这 里 每 个 集 都 是 闲 的 (甚至 是 完备 的 ), 而 和 非 闭 : НЕК, 2). 

162. 为 此 需 证 , 如 果 p 是 边界 点 集 的 接触 点 , 那 末 ， 它 本 身 也 是 已 知 集 
万 的 边界 点 (这 一 事实 的 证 明和 在 150 题 中 类 似 率 实 的 证 明 相 似 )， 

163. 设 刀 是 已 给 的 集 ，4 是 它 的 一 切 内 点 组 成 的 集 ( 即 A=), ME ze 
4 是 4 的 任意 一 点 , 需 证 z, 是 集 4 的 内 点 . 为 此 , 作 zo 的 邻 域 了 (zo), V (z,) 
含 于 五 中 (这 是 可 能 的 ， 因 为 zo 是 集 吾 的 内 点 )， 每 个 点 z€V (zo) 8 Z: ЖЕ 
的 内 点 (因为 , 可 以 取 充 分 小 的 邻 域 F(z), УС) У (го) 中 , 因此， 也 含 
Еф). 所 以 , 一 切 点 z€V (zo) 都 是 4 中 的 点 . 这 即 是 说 ，zo 是 集 4 的 内 点 。 
这 样 一 来 , 集 4 的 每 个 点 都 是 它 的 内 点 , 即 4 是 开 集 ， 

164， 这 可 以 由 召 是 集 4 中 一 切 点 的 e- 邻 域 的 和 律 出 : 

Е = б V,(z). 


r€ A 
165， 不 正确 ， 例 : ЕЗ БЯО р-а. Я 
Ж, Ë= D н E= D; iB EZ D _ 
但 是 , 对 任何 闭 集 五 有 包含 式 EC E. f 
166， 不 正确 ( 例 ， 召 是 挖 去 中 心 的 开 贺 , 这 里 Ez E). IB E, 对 任何 开 集 
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ЕНАХ. БРЕШИ. 

167， 证 明 时 需要 利用 下 面 的 连续 函数 的 性 质 ， 如 时 连续 函数 在 点 zo 处 
为 正 的 , 那 末 , 它 在 这 点 的 某 个 邻 域内 也 是 正 的 . 

168， 设 pk， MBA 4<p(z)<B 在 [0，1] 上 各 处 成 立 . 记 supp(7)= 


В. infg(7)=a. Ш, Supg(z) 不 可 外 党 于 B， 因 为 ， 按 在 闭 区 间 上 连续 峭 


0= yy=< 


数 的 性 质 ， supp(z) 在 间 区 间 [0, 1 上 的 某 一 点 z' 处 达到 : 9(х)=В. Tü 


gp(z')<B; НА, В<В. Ш c>4， 用 e 表 数 c 一 4 和 了 -有 中 最 小 者 ， 那 
末 , 满足 不 等 式 (2Z) 一 2 和 AT) 二 PCZ) 二 的 全 体 国 数 (т) АТЖ E. 55 
一 方面 , 全 体 这 种 函数 ХОГ) ЕР pg(z) 的 s- 邻 域 , 因为 , 所 有 这 些 函 数量 
只 有 这 些 国 数 满足 条 件 : об, X)<e. МЫ, Ж p 的 某 一 个 邻 域 连同 图 数 
р ЖЕЖ Е р, 这 即 是 说 如 是 空间 C 中 的 开 集 ， 
169， 证 明 类 似 . 


170， 例 : Е, 是 平面 上 中 心 在 原点 , 半径 为 二 的 开 BL. Ж, ПЕ, 


К =1 

是 单 点 集 ( 坐 标 原 品 ) ， 它 不 是 开 集 ， 

171. Н Е 2 PEBE ны: Тз, To, **°, Tk … 且 记 q = Т Ату СЕП 
С. 是 从 整个 数 轴 上 去 掉 一 点 r, 而 得 到 ), 每 个 С, 是 开 集 , W — D) G, 的 交 等 
于 全 部 无 理 点 组 成 的 集 ， 所 以 , 后 一 集 是 Gs 型 集 ， | 

172. i& А=Е ЈЕ, В БЕ 切 团 集 之 区， 我 们 证 明 ， 无 论 什么 
# E, ta q SF A= D 成立. 

1) AF481 E WJ 13 (2: 8 150 4), 因而 , АВ. 

2) 任意 一 个 含 五 的 闭 集 F, 也 含有 召 的 一 切 极限 点 ; PCL), FOEUE', 
BI РОА. ДЖ, ХЕШРО УЕ А, 也 就 是 说 ВМА. 

由 АРВ Я ВІА {5 A= BB. 

173、 证 明 类 似 ， 

174， 每 个 集 五 ,都 是 闭 的 (参看 156 题 )， 

ТЕБ ПА Ено В Ох) Е У С, |f(z)|<N,z€[a, 51); Id 
而 ， м n> N ВУ, E, 是 空 集 . 所 以 ， 和 U E, Ú s. U E, ,- 1 Ú 机 为 有 限 个 非 空 
闭 集 之 和 , 而 这 样 的 和 是 闭 集 . 


175. Й: В ЖУ- 10, 2) Еж. 08, E,UE,UE;U 0 
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ъан ЫЬ А оа зар 
而 这 个 和 在 数 轴 上 非 闭 . 


176， 设 4; 是 G3 型 集 ,41= [] 4 А, ЯЗВ. Ее |] A. 
к і 


пж E= [|4 Вт, БА, о 22 Е 0,7018. 


ky 


177， 设 4 和 也 是 两 个 Gs 型 集 , 4= [] 4, B= [| васта, B, 是 
Ë 
JR). ЖЕ-А ВЕ E=([] 4)U 站 | B;)， 应 用 两 次 分 配 律 ? 
: k 


得 B= Пло ова = 01408,3 = [] (AUB). 
k š k і 


t$: k 
НЯ А, ОВ 是 开 集 , ЭЖЕН Е E Gs 型 集 . 
我 们 证 明了 两 个 G6 更 的 交 是 G 型 集 , 引用 归纳 法 证 明 , 对 任意 有 限 个 Cs 
型 集 的 交 , 这 个 结论 仍然 成 立 . 
178，179、 证 明 是 类 似 的 ， 
180. 证 明 直 接 从 下 极限 的 定义 得 出 。 — - | 
181. АЖ 8 一 lnf(z2: 十 1 是 区 间 一 0 委 2<< 十 co 上 于 格 增 的 连续 函数 ; 
同时 , ВЖЕ РЯ ЕР: 0<у< оо Е. НМ— Ш ЕЕ, fE и ВЕ 
域 (yo 一 e, 9.2) ЕВ, 在 邻 域 中 至 少 有 一 形 如 In (1 +r2) GX т 是 有 
理 数 ) 的 点 . 
根据 连续 函数 的 性 质 知 道 ， 在 Oz £h BJ $ E E зя s£ z, 和 zs 
(21<2,), № 
10 (1-51) =g| — e, ш (1-4) = g+ e. 
在 wi 和 xs 之 间 至 少 有 一 有 理 点 , la Er; rz <r<z,. ИМ In (1 + z2) 
ЖЕ Е, 那 末 Ш (1-21) <]n(1-+-z2) 之 ln (14228, И g = £<In(1+ 
т?) 过 yo 十 E， 所 以 ， 在 每 个 点 СЕ, 的 任意 小 的 邻 域 册 都 可 以 找到 形 如 
Іа (1 十 7??) 的 点 , 即 是 说 , 这 种 形式 的 点 组 成 之 集 在 8B， Е. 


@ 参看 第 一 章 引 言 中 之 公式 (2)， 
@ 不 用 说 ,e>0 应 取得 充分 地 小 , 使 这 个 邻 域 在 射线 E. Б. Ж о, MUH 
半 邻 域 (0, = ЖА. 
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182，183， 证 明 类 似 . 

184， 闭 包 是 射线 [0, +co); 事实 上 ,任意 开 区 网 (a, В) Gk 0<а< В) 
含 形 如 入 的 数 (这 个 数 容易 找到 : аво, ИТ МР, 
然后 平方 , 于 是 得 a< <). 

185， 闲 包 是 射线 [1, + eo). 

186， 闭 包 是 闵 区 间 [50, 1]. 

187， 证 明 如 同 解 181 题 一 样 . 

188， 不 能 ， 例 : 二 开 区间 之 和 集 (0 村 )U( 1 ) 具 有 指出 的 性 质 但 
不 在 [0, 1] 上 稠密 ， 还 可 举 出 一 例 , 具 指出 的 性 质 且 在 单位 区 司 上 无 处 稠密 . 
例如 , 在 闭 区 间 [0, 1] 上 的 集 吾 =DD\D,, 这 里 ,也 是 碌 托 集 ， 而 D1 是 它 的 余 区 
间 的 端点 组 成 的 集 ，, 

189， 将 全 部 素数 : p i=2,p.=3, p,=5, p =7, … 编 号 ， 并 记 一 切 形 如 
г-- p, (这 里 7? 取 遍 所 有 的 有 理 数 ， 而 p 固定 ) 的 数 全 体 组 成 之 集 为 Е,. 
ЗВ, S E, 是 可 数 的 且 在 直线 上 处 处 稠密 (8 由 全 部 有 理 数 集 平 移 w Dr 
而 得 到 )。 我们 证 明 集 E, 两 两 不 相交 

В 0522, 因而 , p zp. М Е, ФА 6=т, + p АЖЕ, 中 任 
取 一 元 ?=7? 十 VD # ПЕ 671. W с=т; ЯЖ, М рь = т 
м/р, ВАЕН Ст) Ау) й М рр 0727, 
218 ВА ЯКОЕ НОЕН А СВЕТ ЛУ ЕАО ВОЗЕ ДОЗЕ B E: 8 
№). НШ, = 7 是 不 正确 的 ， 即 是 说 , 当 556 时, Е, ПЕ, = 5. 

190， 设 &>0 是 一 整数 ， 那 来 ， 存 在 这 样 的 整数 n, IË 3 n, <kš<n, + 
зі z = —n +k; 显然 , 对 一 切 自然 数 КЖ 0<z,<1. 

现在 取 任 一 开 区 间 z, 我 们 证 明 , 在 这 个 区 间 中 能 找到 形 如 和 -96 的 数 ， 
设 i 是 使 二 <juw| Са ЭРС А а 的 长 度 ) 的 自然 数 ， 那 末 , 在 数 zo е, Zaa 


中 至 少 有 两 点 , 其 间 的 距离 小 于 — 


|z — Zr, | < | 


设 >21), Ж 
0<2,, — k <= 
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ох, — Zk, 用 点 : 
一 36, —29, — ó, 0, 9, 29, 30, … 
分 全 直线 ， 因 为 0 和 6< (о |, 那 末 ,这 些 点 中 至 少 有 一 点 (例如 ，26，?2 是 整 
ЗО ЕЛКИ и. М 
рд = р(а,, — хм) = p[(—n he) — (п, 1-6) ] =m +n 
因而 , 正好 , ЖАННЫ Н и 2р А m +n (т, к 是 整数 ) 的 一 个 点 ; 
这 即 是 说 , 这 种 形式 的 数 所 成 之 集 在 直线 上 处 处 稠密 . 

191， 是 ， 证 明 方 法 如 同 前 一 题 , 只 是 在 选择 时 需 使 二 < JU ЖЖ: 
列 …， 一 36, 一 26, —8,0, 4,28, 36,… 中 至 少 有 两 个 相依 的 点 落 在 开 区 间 4 
中 , 即 是 说 ,可 以 找到 这 样 的 偶数 Pp 使 得 p0&w. БШ, ЕЛЕ ЖЕН] м т, ЕН 
形 如 m 十 ns (m, п 是 侦 数 ) 的 数 ; 即 是 说 , 这 种 形式 的 煞 集 在 直线 上 处 处 笛 窗 ， 

192. 设 存在 弧 A.C T. 不 含 集 肚 中 的 点 ， 我 们 用 ,Xz 表 由 弧 А, 旋转 
强度 后 而 得 到 的 弧 ， 显 然 , 如 果 A. 不 含 开 中 的 点 , ЭЖА (对 任意 整数 k) u: 

МЈ, 

ЖД. Д,, ---, Дь НАВ KE B. АЕ ЖЕКА ГЕ, Ёт, 
它们 不 可 能 不 相交 ， 设 , 例如 , Д, ПА; +225. МЕ, АА; + ОЖ, Hi 
于 是 无 理 数 ， 角 m 不 可 能 是 2z 的 倍数 角 ). 

H Ai 站 Ai,rm 关 名 得 知 , 当 任意 A, 旋转 一 个 多 弧度 角 而 得 到 的 距 А, 
А] A, 之 区 为 非 空 集 ， 特 别 , 序列 : 

Д, A; +т, Азат» ... 
НЕОНА Z 2 EZ, ТОКЕ а ГАРКИ Г, ХА 
能 , НЯ ГОМ, 而 任何 一 个 A, ЕМЕА (Е 21). 

所 以 ， 在 圆周 广 上 不 存在 不 含 集 对 中 之 点 的 弧 ， 即 是 说 M =Г. 


yo i 
| 
т“ = dm s — ma а 
£ 
Га k= = — = — — :- 
У 2 | il 
|. Í !! 
| a 
r т 
O — or <, 
То = ту 
Я 21 图 22 


193， 对 平面 Oxy ГЕ Ло ЕЕК, АТ 
FE N HER Р(г’, т’), 这 里 


| = 
To «та, 十 —<r 7 T 
Mr 


£ 
77 ME 一 м 2 
(图 22), МЫ, НЕЕ ЕЯ. 

194. jz фр) СТО, ІНЕ В, Г. (oO) 是 该 函数 的 e- ОХ 
里 ,es>0 是 任意 数 )， СНЕ Хх, 邻 域 Fe 人 2) 由 一 切 满足 o(z )— е 
<X(z)<Q0(r)--: Во ХС) а, ЖЕНЫ ЕЯ 〈 参 看 第 
九 意 引言 中 的 定理 1) ,存在 这 样 的 多 项 式 P(z), (ë фт) г< Р(г)< (т) 
十 6 这 样 一 来 , 一 切 多 项 式 组 成 之 集 在 C 中 称 密 . 

195， 设 е>0 是 任 一 正 数 ， 对 任意 9CZKC， 可 以 找到 这 样 的 多 项 式 


Р(1), & р(Ф, Р) < (维尔 斯 畦 拉 斯 第 一 定理 )、 № P(rz)= a +a,z-+- : + 


用 满足 [5 РЖИ Б, 代替 P(z) 中 的 ai， 且 用 Q(2) 
表 以 有 理 数 b, 为 系数 的 多 项 式 : 
Q(z)= b+ bz +: --b,z", 
那 末 
ІР(2) —0(1)| = | (а,—6,) + (а 6,)2- + (а, 0) "| 
«а= 61 + 1а 6,1113 (а, 6, |5 |а" 
< |а, bj а. Ва, 6, | 


<s ар“ n+J )= 5 


因而 ，P(P， Q) < 但 
009. 9 <р. P)+p(P,Q < +> =e. 
所 以 , 有 理 系 数 多 项 式 集 在 CL0, 1 中 稠密 ， 

196， 我 们 称 控 去 开 区 间 ( 地， 后) 之 后 余下 的 闭 区 癌 | 0, 圭 | 和 | 也 ,1 |6 
第 一 秩 亲 区间， 称 控 去 开 区 间 (， з) (5. +) 余下 的 闭 区 间 | 0 s] 
2 1 2 7 8 pe ие ар 
КЕ, ;为 了 得 到 n 十 1 秩 闭 区 间 , Я 只 需 从 每 个 % 秩 用 区 间 中 挖 去 中 心 在 


. 138 ° 


1 
ЗАТ 


Нк, ЕЯ 
ИЯ = ГНЕТЕ D. 

为 了 证 明 九 在 直线 上 无 处 稠密 , 只 须 证 明 ， 对 任意 开间 含有 男 一 开 区 
р, 该 开 区 则 不 含 集 如 中 的 点 ， 随 使 取 一 开 区 和 间 了 二 (Qa，8)， МЕТЕ р 
中 的 点 ， 那 未 ， 了 本身 就 取 作 含 在 内 的 这 种 区 间 ， 如 果 光 点 z €D & f: I 
ih, З, ЕЯ п АНН, ЕН 且 本 身 含 在 了 中 (图 23). 我 们 
取 以 这 个 闭 区 间 的 中 点 为 中 心 的 ,长 度 为 г 的 开 区 间 ， 这 个 开 区 间 不 仿 
D 中 的 点 且 间 时 含 于 工 中 ， 

因 而, 忆 在 直线 上 无 处 稠密 ， 


的 开 区 间 即 可 . 注意, 对 每 个 %, -- 0 п АР 22, 


з" 
— 
| 一 - ~ — 
O а To В 1 
l 
Зач! 


197. EC hif.— o 的 任意 邻 域 TV,(g), 如 果 pz:const, ЯЖ, Е 
ge(p) 中 可 以 找到 一 个 更 小 的 邻 域 Fe, (Ф), 它 完全 不 含 常量 函数 ， 取 小 于 


о 的 任意 数 作为 e 就 行 了 , 这 里 x, z, 是 [0 1] 上 的 任意 点 ,使 
得 p (z) Z p (z) (图 24). | 


图 24 
如 果 p==b(b= const), Ж, 在 Оу ЕЯ] (b — z, b+) 上， 可 以 
找到 含 于 其 中 的 开 区 间 (а, 6), 527 5 ВЕЕРА, Л, Е 
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图 25 
a< Z(z)<B ПЖ XZ) 组 成 的 集 是 空间 C 中 属于 V, (g) i X 5 2 AY Ж 
Е iZ eJ 3: — Ф (Е 25). 

所 以 ,五 在 C 中 无 处 稠密 . 

198. ЧЕМ. 

199. ПЕНН ЕЕ НХ ЕЕ ЖЕНЕ ESTE EB) БЕН J LS AB Ia] 
《参阅 196 8), 

200， 这 个 集 可 以 用 下 面 的 方法 作出 : 分 线段 为 10 9075, ЖАЛБ 
(0.4, 0.6); 然后 将 余下 的 每 一 个 一 秩 闭 区 间 : [0, 0.11, [0.1, 0.2], [0.2, 0.3_, 
[0.3, 0.4], [0.6, 0.7 ,等 等 分 成 10 等 分 , 并 在 它们 中 闽 的 每 一 个 中 ， 去 探 中 
间 的 两 个 开 区 闻 (连同 它们 的 分 点 ), 即 从 闭 区 间 [0, 0.11 rB: a [8] (0.04, 
0.06), 从 闭 区 间 [0.1, 0.2] 中 去 掉 开 区 间 (0.14, 0.16), 等 等 ， 接 着， 将 余下 的 
每 个 2 秩 闭 区 间 ，[0, 0.01], [0.01, 0.021, [ 0.02, 0.031, [0.23, 0.04], Ж} 
成 10 等 分 , НЕНИЯ BU Pq T C B] (连同 分 点 )， 尘 等， 

证 明 互 在 直线 上 无 处 稠密 ， 与 证 明康 托 集 类 似 的 事实 相同 《参看 196 
Ш). 

201. ЖАЖА БЭС СНЕ В (0 200 RN), 

202， 这 个 集 非 闭 ， 它 的 闭 包 由 [0，1j 卡 的 十 进位 小 数 的 展 式 可 以 没有 
数字 5 的 那些 点 (不 仅 有 无 理 点 ， 而 且 也 有 有 理 点 ) 组 成 。 不管 所 给 集 本 映 ， 
或 是 它 的 闭 包 都 不 含 扳 立 点 ， 不 管 所 给 集 本 身 , 或 是 它 的 闭 包 在 直线 上 都 无 

203， 设 4 无 处 稠密 ,了 是 直线 上 任 一 开 区 间 ， 而 了 是 含 于 了 中 且 不 含 
集 4 中 之 点 的 开 区 间 ， 那 末 , 五 也 不 含 集 4 By RE sa GR Е, 2028 2067, 是 
A 的 极限 点 , 那 末 , 在 点 z 的 任意 邻 域 中 , 特别 完全 在 五 中 的 那些 邻 战 中 可 
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以 找到 4 中 的 点 , 这 与 开 区 间 六 的 定义 矛盾 ). 因而 , 任何 开 区 间 了 含有 一 天 
НЕТ, Г, 中 无 4 中 的 点 ( 即 无 闲 包 中 的 点 )， 所 以 , 4 在 直线 上 无 处 稠密 . 

204， 直 接 证 明 不 难 ， 逆 命题 不 真 ， 例 : 有 理 点 集 在 直线 上 处 处 稠密 ， 
而 其 余 集 非 无 处 稠密 集 . 

205， 这 个 论 斯 正确 。 证 明 , © Е, 那 末 ， 任 意 区 间 了 工 含有 五 中 
的 点 zxo， 因 下 是 开 的 ， 于 是 邻 域 V. (z) ух 均 含 在 吾 中 ЛБА 
У. (z) 的 公共 部 分 I 是 含 于 了 中 且 仅 由 集 肿 和 的 点 组 成 的 开 区 间 。 由 此 知 开 
区 间 工 不 含 集 CE 中 的 点 ; 因而 , 任意 开 区 间 了 了 含 子 开 区 | 司 11， 工 中 不 可 能 
ж СЕ Ф, НИЯ, СЕНЯ ЕК. 

206， 必 要 条 件 是 显然 的 (不 仅 对 闭 集 , 而 且 对 直线 上 任何 无 处 稠密 集 ). 
充分 性 证 明 如 下 : 41% Е М, 任何 含 点 z €CE 的 开 区 间 1, 那 末 它 也 含 其 一 邻 
Е У, (2) ССЕС( 0, CE 是 开 的 )， 即 是 说 , 任何 开 区 疗 上 含 子 区 间 V, (20), 
У.х) ЕЖЕ НАН. И, ЕЖА. 

208. 1 Е,, Е. +, Е, E Bi R ЕЖЕ. 1 (а, Бла £b БИЕ 
一 开 区 间 ， 因 为 B 在 六 中 无 处 稠密 ， 那 末 可 以 找到 一 开 区 间 (cuv Вр, Е 
ДЕ: (а, 5) + R.A Е, 中 的 点 ， 其 次 , 因为 E, Е, ВЖЕ (а, В) 中 可 
以 找到 一 开 过 间 {(a，， В,), AS Е, 中 的 上 所; 因为 (cy В.) C (ay, B), 所 以 (cy 
В») ШЛЕ Е, Ву; 类 似 地 可 作出 开 区 间 (а, B.) C G, P >) R.A" £ Е}, 
Е.Е, 中 的 点 ， 继 续 这 一 过 程 ,2 фо, ГИТЕ Н (а, 6), ЕЖЕ 
Е, Е., E, ТМ. Н, 不 含 集 下 中 的 点 , 而且 ， 

(а, В) С(а,-1, В.-1) С'С (а, В) С (0 b). 

所 以 , ЕТК Н (a, b) FX [n] (а, B), (а В, АЖЕ РЈ 
点 ， 因 而 , 尺 在 直线 如 上 无 处 稠密 ， 如 果 吕 不 是 直线 , W Ьа, Я, 
证 明 是 类 似 的 . 

上 述 证 明 的 结论 , 对 可 数 个 无 处 稠密 集 之 闭 不 再 为 其 . 例 : 将 直线 上 的 全 
部 有 理 数 编号 ， r. Tr, 5 T. 作 音 成 集 Е, (0221): Е, = {7,}, ЭВ, 每 个 
,在 直线 上 无 处 稠密 , 但 【| 如 (全体 有 理 数 集 ) 不 是 无 处 稠密 集 . 


k=1 


第 六 章 ” 开 集 与 财 集 ( 续 ) 
209， 不 能 ， 例 如 , 有 这 样 的 序列 46,}, АЯ п=1, 2, 4, 8, 16, ++, 
° ]41 ° 


2，… 隐 项 约 为 1， 而 其 余 的 项 都 是 寺 ， 则 题 中 已 知 的 全 部 子玉 列 都 收敛 于 
老 ， 但 该 序列 ta 是 发 散 的 . 

210， 取 任意 的 e>>0, 如 果 №, 是 这 样 的 数 ， 当 т,> М, th. |а, b| <= 
成 立 ， 而 №, ӘХ, ч е2, В, [9.0 <е 成 并 那 术 对 所 有 的 
n>N( 其 中 入 =max (Ni, №,)), 有 |as 一 b| <. 这 就 表示 liria。 =b. 

211， 序 列 

f (z)= sinz, f(z)= sin2z, J,(Z)= sin4z, +°, 
f(x)= эп, +. (1) 
在 空间 ССО, 2 中 是 有 界 的 (这 里 ， 对 于 任意 的 4，p (省 0) =1). ША: 
列 的 任意 两 项 癌 的 距离 不 小 于 1: 
Ю(1, f.) 1 ( 当 156). 
不 仅 访 序列, 而且 它 的 任何 子 序列 都 不 可 能 在 CL0, 21]. 


ЭТИ р, ГОРІ G<, 我们 注意 Ч тт. 
等 于 1， 而 在 同样 的 z 处 , 函数 f,(z)= sin 2*z Ф, ИЕ 
об) вирі) 2) = 


因而 , 已 知 的 序列 .以 及 它 的 子 序列 都 不 是 基本 序列 . ЖЕ. 

212，1.， 设 刀 少 是 吾 中 的 基本 序列 , 则 它 也 为 且 中 的 基本 序列 .因为 由 
条 件 知 道 怒 是 完备 的 ， 那 末 这 个 序列 有 属于 忍 的 极限 : limzs=e( 此 处 ас 
R)， 我 们 将 证 明 aE, #£ K 上， 在 点 G 的 任意 邻 域内 有 中 的 点 ( 即 序列 
{z 小 的 从 某 号 码 开始 的 所 有 项 ), 这 表示 a 是 吾 的 接触 点 ， 又 因 吾 是 闭 的 , 所 
[CE 五 ， 

因而 在 吾 中 任 一 基本 序列 都 有 属于 上 的 极限 ， 这 表 有 起 五 是 完 省 空间 . 

212. 2. ДЕЛЕ ЛЖИ MMJE E dš НШ T E ú aS R #J PF 1 
(za, Н аСЕ. JkEZšU4E R НЖЖ СЕ оАо ЛЕУ): 天 
而 在 如 中 它 也 是 基本 的 .但 它 没 有 属于 也 的 极限 : АНЯ 
Е, 则 在 空间 请 中 的 序列 4Y 江 有 两 个 不 同 的 极限 a 和 5, 这 是 不 可 能 的 , 因此， 
ЗЕЕ 中 能 找 出 一 基本 列 , 鞭 极 限 不 属于 Е. зх Е ЕЛЕ НО. 

212，3， 把 间断 函数 o(z)—sgnz 当 作 一 元 加 于 Cl 上 .用 等 式 p (g, f) 


一 | оба) - Кг) ве 定义 g(z) 与 任意 函数 fz)EC1 间 的 距离 .用 表示 
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IF, f,(z) = sin 2iw 


ф(х). С, 斯 得 的 空间 ， 那 末 , С, 是 空间 有 BR 的 非 闭 子 集 ， 事 实 上 , ДЕС, h 
fr F Я] f, = "Az 收敛 于 w(z)，( 按 空间 五 的 尺度 意义 )， 且 w(z) 不 属于 
С, 因而 C, ЛЕВ R ЗЕЯ, 由 前 题 的 结果 , 它 是 非 客 备 的 . 

212. 4. 提示 ， а Са b] hy K 7]. 首先 证 明 它 在 每 
点 х,5С Га, Ьа, ЈАНЕ НАТ ВОСКУ, НОНЕ И В (z) 8 W 
续 的 , А. 24 ?一 ce 有 时, р(ф, f.) —0. 

212. 5. ЈН 212.1, 212. 4 和 157 题 的 结果 . 

212. 6. Е 212.1. 212. 4 和 158 ВЕ. 

213. 2. эл 136 题 而 引出 的 例 . 

214， 不 可 能 、 因 为 平面 上 的 任何 不 可 数 集 至 少 有 一 人 属于 该 集 的 凝聚 


215. 证明 方法 已 在 题 中 指出 . 

216， 显 然 , $ A, 的 每 一 凝聚 点 和 集 A, 的 每 一 凝聚 点 间 时 也 是 和 A, U 
A, ВЖ. М, ИЖС 4 U A, 的 凝聚 点 所 成 之 集 ， 那 末 就 有 
В. В,С. 现在 米 证 明 反 癌 包 含 式 CCBU 8B;. 

设 z €C 是 集 41U A, НЕН, Е а РЖ, 递减 的 正 数列 st>e?> 
E>, 

我 们 研究 邻 域 集 
Ve (Хо) DV,,(z,) DV,,(z,) OO _ (1) 
Р-Р A, U A, 中 的 点 是 不 可 数 的 ( 因 为 ze 是 4U4z 的 凝聚 
点 )、 这 时 , 例如 邻 域 集 的 第 一 个 了 etzo 包 含 一 个 不 可 数 虽 ， 该 不 可 数 集 或 
H A,, Ж НА, 中 的 点 组 成 (因为 , 该 邻 域 不 可 能 既 只 有 4 中 有 限 或 可 数 个 点 ， 
又 只 有 A, 中 的 有 限 或 可 数 个 点 ， 否 则 , Е АДА, ЕНИН Я 
可 数 集 )， 同 样 的 讨论 可 应 用 于 邻 域 V, (2) Е У, (ко), =. РЯ 
的 无 限 个 邻 域 
Ve,, (56), Ves, (20), Ver, С), 0, V i (ой, *** 

含有 А, 中 的 不 可 数 的 点 ， 即 点 ze 的 任何 邻 域 含有 A, 3 的 不 可 数 的 点 集 . 
事实 上 ， 任 意 的 邻 域 V, z.) B Иск (za) (Я є, 取得 这 样 的 大 ， 使 
=. т Шр), (Е У, (00) 含有 41 中 的 不 可 数 氮 集 ， 因 而 对 任 取 的 邻 域 
У, (то) 也 是 如 此 . 

从 而 ,Xo 是 А, 的 凝聚 点 (或 者 ， 如 果 在 (切中 的 无 穷 多 个 邻 域 中 含有 A, 
的 不 可 数 点 集 , 则 z, 为 A, 的 疑 聚 点 )， 这 表示 Xo&B1U Bs; IN zo СПЕ 
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一 点 , 则 有 ССВ, В, 
了 河面 得 到 | 的 包 今 式 В, U B.C #R 比 Pe, sg f C >= В, | В,. 
217. Жав. А, 我 们 研究 平面 上 以 一 为 半 РИН А, 所 成 的 序 


Я]. “ЖА, DMR S E B. БА, 重合 。 但 是 , 和 U 4, 的 凝聚 点 集 C 
жы (в, 重合 , 而 把 公共 圆心 这 一 点 加 于 Ua бя ЖС. Е 
这 种 情况 下 ,C0 > B 但 O U B,. 


显然 , 包含 式 05 н B, 总 是 正确 的 (要 知道 , 每 一 项 A, ЕВ 


В B, НТА ВЕ 5: t 
218. КР ачи 2 W AnB Е ЗАПВҰ 2 
条 件 АПВ % 就 意味 莹 4 不 含 B 的 接触 点 ， 而 条 件 À n B= @ É B 35 
АША. НЕ ЕЖЕ Ж ЗИТЕНЕЯНЖА, ВУЩЕ= 
AUB( 共 中 А, ВЕ), Н. (АПВ) (АПВ = @ 
219. ХЕЙ. 
如 果 召 = 4U B, 这 里 4 和 8B 是 非 空 的 ,不 相交 的 闭 集 , 则 (4 门 B) J (4 站 
B)=%( 因 为 这 时 4=4, B= B,A B= 2), НЕЕ. 
我 们 现 证 共 北 命题 ， 假 设 闲 集 ЗЕ, М Е=А В, ХВ 
(ANB)U(ANMB)= @ (1) 
А-В, B 尖 多 ， 将 要 证 明 4 和 B 均 为 闭 集 . 
НАСА, ВСВ, М E= AUB-AUB= P, IBE= E(H E EIN k), 由 此 
Д1) В= АВ (2) 
假定 4 不 是 闲 集 且 26А\А. САВ, НА (2) ИН z€AUB. 而 х4, 
表示 zx6B， 因 而 z€B #0264. МИ АПВ 非 空 ,这 与 条 件 (1) 矛 盾 ， 所 以 ， 
ЖА АЈ. ИЕН ВЕЙ 的 ， 由 于 集 4 УВАЖНА, УРЕ 
言 等 式 (1) 等 价 于 4 门 B=%. 
这 样 一 来 ， 如 果 集 如 是 闭 的 , 且 非 联络 的 ， 则 可 把 它 宫 为 两 个 不 相交 的 
闭 集 4 与 下 的 和 ， 由 已 证 明 的 事实 立即 得 出 蕴涵 在 条 件 中 之 断言 ， 
220.， 设 如 为 联络 集 ， 将 证 明 互 也 是 联络 集 ， 假 定 吾 不 为 联络 集 , 则 有 
二 个 非 空 的 闭 集 4 与 B, 且 А0В=Е. ПИЖ А, = А ПЕ, В, = ВПЕ. 
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它们 莉 不 是 空 的 (如 果 A= AE д.7, 则 有 包含 式 ЕСВСЕ, НН B R: St 
王 五 的 闭 集 .由 172 题 的 结果 ， 这 是 不 可 能 的 )， 此 外 ，.UB:= 百 ， 同 时 
АПВ.САПВ=б(МАСА BIC B НВ- В), В А, B,= ©. 同样 可 
证 4, 18.= @. ЖЖС, 08) U (ПВ) = 90, E g EE R ЕЕН, 
х УЖОЈ. 

因此 , 只 要 假定 五 是 非 联 络 的 集 , 就 会 导致 出 矛盾 ; МОЕ E 是 联络 的 . 

其 逆 傅 题 不 真 . 例 : 设 如 为 直线 上 一 切 有 理 数 所 成 之 集 ， 那 未 玖 是 非 
联络 的 , НЕ 却 是 联络 的 . 

221， 假 定 打 区 间 [e， 颁 表 成 了 两 个 非 空 的 闭 集 轨 与 吧 之 和 : Га, bj= 
FU 我 们 来 证 明 : 它们 的 交 不 可 能 是 空 的 . 

我 们 平分 闭 区 间 [a, 8]. 把 既 含 有 五 的 点 ， 又 含有 中 钓 点 的 那 一 半 闭 区 
同 称 为 第 一 次 选中 的 闭 区 辣 2, 且 用 [a ЖЕ, 又 扣 它 分 成 两 等 份 . 把 
既 含 有 五 中 的 点 ， 又 含有 外 中 的 点 的 那 一 半 叫 做 第 二 次 迁 中 的 闭 区 间 , 且 用 
Га» 9, | 来 表示 它 ， 这 个 过 程 不 断 进 行 下 去 , 我 们 得 到 闭 区 阿 套 序列 

(а, bi] Га», b, OO la, 6,120: 

它们 的 长 趋 于 零 , 而 且 这 些 闭 区 间 中 的 每 一 个 既 有 丈 中 的 点 又 有 四 中 的 点 . 
用 “表示 这 一 切 闭 区 间 的 公共 点 ， 它 的 任意 邻 成 含有 某 个 选中 的 闲 区 间 , ВП 
是 在 ¢ 的 任意 邻 域 内 既 可 找到 了 的 点 , 又 可 找到 中 的 点 , с ВЕ РЈ. х 
是 区 的 接触 点 ， 这 两 个 集 又 是 闭 和 的 ， 因 而 它们 含有 自己 的 所 有 接触 点 ,因此 
ССР 和 ck， 这 表示 сКРПФ, НЯ, & РПФ Е? 

这 样 一 来 , 便 证 明了 六 区 间 19, 5 不 能 表 为 两 个 非 空 内 ,不 相交 的 闭 集 之 
和 ， 因 而 闭 区 间 是 联络 集 . 

222. 1) 假如 财 贺 五 是 两 个 非 空 的 ,不 相交 的 闭 集 之 和 : Е=РОФ. 15 
a 是 五 的 任 一 点 , 为 四 的 任 一 点 (图 26), 用 线段 La, 51 来 联结 这 两 点 ,显然 ， 
它 全 部 属于 圆 了 2. 这 时 

[a, b]=FP, UD,, 

其 中 下 ,二 了 人 La, 6], b =bn (а, 5]. ЖЕ, 和 四, 均 是 闭 的 , 非 空 , 且 它 们 不 
相交 .其 和 使 是 整个 线段 La, gj， 但 是 , 如 同 我 们 已 经 知道 的 那样 , 这 是 不 可 

Ф 我 们 指出 : 至 少 有 闭 区 间 [a,5] 的 一 半 具 有 这 个 性 质 ， 为 此 ， 设 闭 区 间 的 中 
ЖА ТЕ, ПАН Со, 5 的 至 少 含有 集中 的 一 点 的 那 -~ 半 作 为 第 一 次 选中 的 
РТ. 

@ НИНЕ. (ЖЖ) 
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能 的 (参看 221 题 )， 因 而 假定 五 可 以 
表 为 两 个 不 相交 的 非 空 的 闭 集 之 和 是 
ЖЕ. ЕКИ ЕЛЕ 
(参看 219 Bi). 

2) HEB EJ 

223. WE, МЕ, 是 这 样 的 联络 集 ， 
使 得 Е ПЕ, Ф, EU E,= E. в Е 
是 非 联络 的 , WJ Е ВЕНЕ 
和 E=AUB, H(ANB)U(ANB)= @. 
Е Е, ЖЕ, 中 ,至 少 有 一 个 (例如 瓦 ), 既 与 4， 又 与 BB 有 非 空 的 交 , 那 末 Е, 
= А.В, rh А, = АП Е, 728, В, =ВПЕ, 59; 同时 (4,0800 (4,7 
BJC(4mB)UC4nEB)， 因 而 (4nB) 0 (4,08) = 5. Wik! ЖЕ, 的 
联络 性 条 件 相 了 矛 后 ， 因 此 假定 集 召 非 联络 就 导致 矛盾 . Е 是 联络 集 . 

224. 设 加 为 直线 上 的 联络 集 ， 取 这 集 的 任意 两 点 XEE, х.6Ё, z <z,.. 
我 们 将 要 证 明 在 z, 与 z: 之 间 的 任意 点 e BT E. 如 果 有 这 样 的 点 6 (z <c 
<z,) НЖАТ E, 则 互 就 可 表 为 两 个 不 相交 的 集 4 ЫВ ЯП, Ж А (с, 
+оо) ПЕ, B= (一 co, с) ПЕ. Ш ЖЖ (АПВ) О (АПВ) = 多 ,因而 召 就 是 非 
联络 集 ， 这 与 条 件 矛 盾 ， 所 以 , 如 果 百 是 联络 的 ， 则 在 xz; 和 zs 之 间 的 任何 
一 点 也 属于 如 

现在 证 明 其 逆 命 题 ， 假 设 对 于 任意 的 两 点 z СВ, z€ EO тут), И] 
区 间 [z1, zx] 完全 含 于 吾 中 ， 这 时 , 3 如 是 非 联络 的 , 则 可 找 出 这 样 的 两 个 非 
= 3⁄E£ES A Ti B # AUB=E АО B= 0. Н. 

(АПВ) Ц (АПВ) = @. (1) 
取出 点 X1€4 #tz,CB, 研究 闭 区 间 [x1，Xs]， Ж А, = Ге, а) ПАЯ В, = Га, 
х.| [| В 均 非 空 ， 且 不 相交 , 其 和 为 财 区 间 [zz 并 且 有 (4 了)) U (A, ПВ,) 
= 人 (此 式 由 (1) 式 和 АСА, BC B 得 出 )， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 闲 区 闻 [z， 
z?] 是 联络 的 ， 因 而 , ВЕЕ ЧЕКЕ Е, 就 得 出 予 盾 ， 所 以 Е 是 联络 集 . 

225， 由 上 题 结 果 可 知 , 所 给 出 的 集 均 为 联络 集 . 

现在 证 明 其 逆 命 题 ， 直线 上 的 一 切 联络 集 就 是 这 些 集 . 

设 召 是 直线 上 的 非 空 联络 集 , a=infE,b—supE. 35:31 a # b EJ A 
限 数 的 情形 (a 二 5)， 那 末 在 a 与 5 间 的 任意 点 ¢ 含 于 百事 实 上 , 因为 58= 
supB, 则 有 含 于 吾 中 的 点 b1, 使 c<5, 二 5b， 完全 类 似 地 有 a8, B. a<a,<c. 
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Я, RT E 的 联络 性 以 及 上 题 的 解 得 出 [La, bi C E, BH c€F. 因而 开 区 . 
А] (a, b) & T E, ПЕНІ А] а, 妇 之 外 的 点 不 属于 吾 ЖЖ, Еже РУЖ 
„_.. 

(а, b). (а, 5), [в, 5), La, 5]. 

如 果 a=b, №} E= (ay. 

如 果 а= —co, т b 0, Mj E y (— co, b) R (— co, b); 如 果 a 有 限 ,而 
b= + со, J| E 5 (a, + co) sk [a, + co); 最 后 , 如 果 a= — co, b= + ©, ШЕ= 
(一 00, + ©). 在 这 些 情况 下 , 证 明 如 同 a, РАВНЕ, 

226. 像 解 222 题 那样 进行 证 明 . 

227. 假如 集 吾 是 非 联络 的 , 则 它 可 表 为 这 样 的 非 空 , 旦 .不 相交 的 两 集 А 
УВ, ШАТЕВ ВАУ, 而 至 也 不 含 4 的 接触 点 。、 设 M SA, M.SB, 
нон M, 和 M, 的 联络 集 QC E (根据 题目 的 条 件 ， 这 样 的 集 是 存在 
的 )， 集 ОПАБОПВ ЗЕ, 其 和 为 Q, 且 一 集 不 含 另 一 集 的 接触 点， 出 
集 @ 的 联络 性 , 便 知 这 是 不 可 能 的 .因而 , 假设 是 非 联络 集 ， НАЯ. 

228， 只 要 注意 到 :， 开 轿 的 任意 两 点 可 用 属于 此 圆 线段 联结 起 来 〈 而 线 
段 是 联络 集 ), 并 利用 上 题 结 果 , 便 可 推出 . 

229， 假 定 开 圆 将 表 成 了 两 个 非 空 ,不 相交 的 开 集 之 和 

E=G,UG,, 6.06,= ©. 

IE 1 E |jBLU B BHD МСЕ, ВЕБ С, ХУС, ВЕН. МР, 
& МПС. РТИ: Р.=М ПСС, 故 它 为 周 集 . 

ЯР, & МПО, Е, (Р, = МОСС), ЖИМ ТГ 
两 个 非 空 ,不 相交 的 团 集 , 和 的 和 : 

М =F, UF,, Е.ПЕ,= $, 
这 是 不 可 能 的 (参看 227 4). ЛИЗЫ “И ГА Л Р T EZE, 
不 相交 的 开 集 之 和 ”是 不 正确 的 ， — 

230. IE FH Ех Е Ж E, a 
则 它 的 余 集 CB 也 是 非 空 的 集 , 并 且 它 
既是 开 的 ， 又 是 团 的 (因为 它 是 开 集 E 


° Ë 

的 余 集 )， 于 是 全 平面 就 表 成 了 两 个 非 св ó 
空 , 不 相交 的 闭 集 之 和 至 JOBE， 它 与 平 

面 的 联络 性 矛盾 (参看 227 Bj), 图 27 
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231. ЖЕЛ. 

232. ЛЕ. БЕ Е Е=С. ПС, ШАС, f G, 是 异 于 全 平 
81, 县 其 和 组 成 全 平面 的 开 集 , 则 有 (由 对 侦 原 理 ): 

CE=CG,UCG.,, CG, Са, = $. 

但 吓 ， 这 就 表示 团 集 CB 烷 成 了 两 个 非 空 、 不 相交 的 风 集 CG 5 CG, 之 和 和， 
НП CE 是 韭 联 络 的 3. 

事实 上 ,， 集 CB 是 联络 集 ， 这 由 下 述 事 实 推出 ， 集 CB 的 任意 两 点 a 和 
b 可 用 属于 CE 的 折线 联结 (图 27), 而 折线 是 联络 集 ( 由 线段 的 联络 性 和 223 
题 的 结果 推出 折线 的 联络 性 )， 因 而 与 开始 假设 所 得 到 的 结论 相 了 矛盾 ， 这 意 
味 着 开始 的 假设 是 不 正确 的 ， 

233. Я: НЕМ, 


234. fJ: 曲 = МЕ у=-1 
235， 求 出 使 -<e 的 to МОЖ о рр snap "ВЕРЕ 
的 开 区 间 组 中 的 开 区 间 ( 一 e, е) 所 覆 党 ;其余 的 点 被 开 区 间 ( 己 l L) а 


=0, 1 , ki — ПИЯ. ВХ Ере BJ ОПЕК Н(—в д) Ak a BI Е 
BJ fr PR а С 28). 


11 1 1 
3 52 
oe МИРР ИГОР 
— O Р 1 
图 28 


236. KH k E f jbi— ЕС 25 3: X JER rh i — 4 JF БС J B 26. 9 
№, ЛЕННОН t Ra 6826 H: Е ОВЕ Н (ING, + Ek 

№ E EBR. МО, 在 这 里 并 不 与 海 因 - 波 雷 耳 定理 相 冲突 ， 

237， 从 给 出 的 无 限 开 区 间 组 中 也 不 能 分 出 集 召 的 有 限 黎 盖 , 

上 朱 石 纵然 是 闭 的 , 但 无 界 ， 因 此 , 在 此 情况 下 , 海 因 - 波 雷 耳 定理 也 不 能 
运用 . 


238， 假 定 由 给 定 的 覆 渤 中 可 以 分 出 圆 五 的 有 限 覆 阁 о 


о са усо 作为 开 集 的 余 集 ， 是 闭 的 ， 因 G, 与 9; 异 于 BR， 它们 又 是 非 
空 的 . x 
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С, С., a Cn, 则 U С.Е, 且 有 U C B. 但 在 有 限 个 集 的 情况 T, 


$ =). $=1 


п 


Ur - U ‚СЖ 147 В), 因而 | J 5.58, 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 每 一 


МИС, 只 含有 加 证 的 周 绕 上 之 一 点 , 这 就 表示 [] О, Ait sm Е. 
$ == 1 
REDES ST FIS, ВИНАМИ E E PSS h 588 2y HH 
ABR X: 


239， 能 ， 为 此 ， 只 需 从 覆盖 中 分 出 那样 一 些 圆 便 可 尺 了 ， 这 些 圆 的 加 
心 在 图 周 工 的 有 理 点 上 , 这 里 工 是 圆心 在 0, 半径 为 三 的 回 周 (此 时 ， 如 果 半 


径 向 量 与 某 固定 半径 组 成 角 ал, фа 是 任何 的 有 理 数 ,我 们 便 称 圆周 上 
上 的 这 点 为 有 理 点 ). 

为 了 证 明 贺 五 的 每 一 点 被 贺 的 这 个 可 数组 和 覆盖， 考察 任 党 的 点 PtE 
(图 29), 设 它 到 0 的 距离 是 4(4<1), НОР РНЕ Р. (Я, 


РР, 4—22). 如 果 P, 是 有 理 点 ， 则 圆心 在 P。 点 的 贺 包 含 点 P， 如 


果 P 是 无 理 点 ， 利 用 有 理 点 的 稠密 人 性， 容易 找 出 P, 附近 的 这 样 一 有 理 品 
P,, 使 PP 之 1 一 Q (图 29). ЭВ №, 网 心 在 Р, Е & ЕР, 因为 


о(Р,Р,) So(P, P.) +р(Р,, р)<(0-=)+0-0 =. 


于 是 , МЕНЕ Ре ТРАЈЕ 和 为 -5 的 圆 的 可 数组 中 的 某 个 图 
内 ， 
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241， 我 们 把 平面 上 圆心 的 坐标 和 半径 都 是 有 理 数 的 圆 叫 做 有 理 圆 .一 
切 有 理 圆 所 成 的 集 是 可 数 的 (参看 第 三 章 64 题 ) .我们 证 明 圆 心 在 0 点 ,半径 
为 了 的 任意 圆 C 包含 一 个 含有 点 0 的 有 理 贺 ， 为 此 , 画 一 个 半 答 为 二 С 
的 同心 万 (图 30), 且 在 此 加 内 取 一 有 理 点 O01( 即 举 标 为 有 理 数 )， 现 在 , 以 点 
O, 为 心 , ВЕШ Охи В < 所 的 任意 的 有 理 数 ), 则 此 


圆 便 为 所 求 ， 因为 它 含有 点 O (由 于 p(0, 0)<—<B, 且 含 于 C 中，( 因 
与 点 O, 的 距离 小 于 了 的 任 一 点 P 都 在 圆 C 内 ， 事 实 上 : 
о(Р,0) <р(Р, 0)+p(O,, О-ВА рт, 


现在 容易 证 明 一 切 开 有 理 圆 的 序列 
(1, G,, G,, ..., С. ... (1) 
具有 以 下 性 质 : 任何 开 集 厂 就 是 此 序列 中 某 些 贺 的 和 ， 

在 每 一 点 zE 太 画 一 开 圆 了 (ZJ)C 六 ( 因 z 为 集 记 的 内 点 ,这 总 是 可 能 的 )， 
其 次 , 求 出 一 个 含 于 F(z) 中 , 且 包 含 点 zx 的 有 理 圆 G， 用 这 种 方法 选 出 的 一 
切 有 理 圆 之 和 便 组 成 集 矿 ， 事 实 上 ， 集 忆 的 每 一 点 含 于 选 出 的 某 有 理 圆 内 ， 
因而 TC UG 另 方面 , 这 里 作 的 有 理 加 包含 在 厂 中 , 因此 又 有 UGCT. 

TE, важ T = UG， 这 样 一 来 , 从 序列 (1) 中 能 分 出 某 些 圆 的 全 体 ， 
其 和 是 厂 . 

242. 设 瑟 被 某 开 集 组 { 厂 } 禾 盖 ， 对 于 每 一 点 x 画 一 有 理赔 ， 它 包含 
点 z， 且 含 于 已 给 出 的 组 中 的 某 个 开 集 厂 中 ， 此 集 覆 盖 点 + (参看 上 题 的 
解 )， 我 们 把 一 切 选 出 的 有 理 圆 记 为 G1, Gs,…, G,,…, 并 使 这 些 贺 的 每 一 个 
对 应 于 组 { 六 ;中 的 .包含 这 个 圆 的 那个 开 集 ( 包 含 圆 G, 的 开 集 记 为 厂 ,)， 则 
НГ) ЖЕТЖЕ. 事实 上 ，| ] 6, 刁 8( 因 每 一 点 x ЧАЛЕЖИ С, 
h); 另 方面 , Г.2@, 因而 | 

U ,> U а.28. 


243. Я: 开 集 (0, 1) 被 下 面 的 开 区 间 组 
Ce 


= =) ... 
R+2 nf 
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所 覆盖， 由 此 覆盖 中 不 能 删 去 任何 一 个 开 区 间 。 如果 , 那 怕 删 去 一 个 ， 在 这 
组 中 所 余下 的 就 不 能 次 住 整个 集 (0, 1)， 因 此 ， 更 不 能 从 给 出 的 开 区 则 组 中 
ЗНН ш, 


另 一 个 例 : 开 区 间 ( 元 , 1) (n=1,2,3,…) 是 开 集 (0,1) 的 无 限 覆盖 ， 也 


不 能 从 这 个 无 限 履 盖 中 分 出 有 限 覆 盖 . 
244. 不 正确 ， 例 如 , 闭 集 L0, 1 为 财 区 间 组 : 


аа (9 а) (ае ар а 00 
BOM. А АВЕ НЕ ОБОИ, ВЕКА h ВЕИТ 
ЖИ). 

245， 这 个 定理 是 正确 的 ， 像 证 明 关于 用 邻 域 禾 盖 有 只 闭 集 的 定理 ( 海 
因 - 波 雷 耳 定理 ) 那 样 进行 证 明 . 

但 是 , 可 以 不 再 证 明 这 个 定理 , 而 把 它 看 作 海 因 - 波 雷 下 定理 的 推论 ， 为 
此 , 对 给 出 的 闭 集 忆 的 每 点 z 作 邻 域 T(z)， 使 F(z) 完 全 合 于 覆盖 的 相应 集 
中 ,其 次 , 从 所 有 的 F(z) 中 选 出 有 限 覆 盖 V (z), (za)，，…，F(za)( 由 海 因 - 
波 雷 耳 定理 , 这 是 可 能 的 )， 然 后 从 给 出 的 覆盖 中 找 那样 的 开 集 , 它 包含 选 出 
DMR: G,ƏV(z),--. GDT(zs)， 这 些 开 集 G, …，G。 就 构成 了 Eñ 
RA: x 
246. WE RS. ЕАН. ОАЕ Е 
等 于 1 的 邻 域 , 并 从 这 个 覆盖 中 分 出 有 限 个 , 设 它们 是 下 列 邻 战 : 

V (z), V (zo), ==, Иа). (1) 
由 这 些 邻 域 的 中 心 到 某 固定 点 O (例如 坐标 原点 ) 的 最 大 距离 用 4 表示， 我 
们 证 明 : 任意 点 x5 及 到 0 的 中 离 小 于 4 十 1。 事 实 上 , УЖЕ СІ) 
ВЕ, ЗВ, 从 中 可 找 出 包含 点 z 的 邻 域 (例如 F(zi))， 则 
p(z,0)<p(z.z,) + р. O)<1+A 
因此 , 不 等 式 p(z，0)<1 十 4 对 任意 的 z€E ВЕ, ЗТ P B: i PU E, 

下 再 证 明 吾 是 闲 集 ， 为 此 ， 只 要 证 明 它 的 余 集 CE 是 天 集 就 行 了 。 设 

СОР. Жар СЕ НЕЧ), ОНОК, р ЕТ Е. ЮА 


个 覆盖 中 分 出 有 限 覆 盖 . 用 六 表示 分 出 的 诸 邻 域 的 中 心 到 点 6 的 距离 的 时 


Q 即 缆 盖 中 含 点 z 的 一 集 ，《〈 译 者 六) 
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д. ДЖ, 集 卫 的 全 部 点 到 上 的 距离 都 大 于 二， 这 意味 闭 , 在 点 上 的 过 - 邻 


域内 没有 办 的 点 ， 即 上 是 集 CB 的 内 点 ， 因 为 6 是 CE 的 任意 点 ， 则 这 个 集 
的 所 有 点 都 是 内 点 。 因 而 CE 是 开 的 , РЖ E S 2 B] BJ. 

247. Я: 7.02) = sin2iz} 形 成 的 可 数 集 召 在 C 中 有 界 ( 参 看 211 
题 )。 Ш, Ежи. Е, 对 任意 两 元 ftEB 和 ftB 都 有 o(f,, fa 21 
(24 423 时 ); 因而 集 加 没有 极限 点 , 这 表示 了 是 闭 集 ， 

[+ Я Же, 因为 就 在 8 二 0.1 RF, ЛЖ ЕМС =- 邻 域 族 中 不 
能 分 出 有 限 覆 盖 ( 因 为 这 些 邻 域 的 每 一 个 只 含 思 中 的 一 元 ). 

248.。 设 了 是 直线 上 任意 的 开 人 区间 ， 了 向 左 移动 9 得 到 的 开 区 间 含有 
不 包含 集 吾 的 点 的 子 开 区 间 如 0( 因 为 ， 根 据 条 件 上 是 无 处 稠密 的 ), 此 时 ,由 
МН а 而 得 到 的 开 区 间 天 包含 于 了 ААА, 

因而 , АДЕН Е. 

249. 藻 集 忆 在 直线 上 处 处 稠密 ， 则 任意 的 开 区 间 (c, Ран E i 3:95 
多 个 点 , 事实 上 , 如 果 在 开 区 间 (&, В) 上 只 有 互 中 的 有 限 个 点 ， 则 在 (cx, В) 上 
ЖЕНЕ Л Е Е ВАН Л.Н]. | 

现在 如 果 从 吾 中 除去 有 限 子 集 4， 那 末 ， 在 任意 的 开 区 间 (c, B) ЕЯ 
ENA 的 无 穷 多 点 , Е ENA 在 直线 上 处 处 稠密 ， 

250. 114. М: 设 4 是 由 全 部 无 理 人 负数 和 全 部 有 理 正 数组 成 的 集 ，B 
是 4 对 全 直线 的 余 集 ， 两 个 集 均 非 可 数 , 且 在 直线 上 处 处 稠密 ， 而 它们 的 交 

此 例 也 可 以 改变 为 :使 集 4 和 8B 在 任何 开 区 闻 (Q，f) 是 不 可 数 的 .为 
此 , 可 以 利用 在 解 297 题 时 斯 引出 的 那 种 构造 法 . 

251， 在 解 189 题 时 , 作出 了 可 数 集 序 列 Е,, Е. …， 其 中 每 一 个 在 直线 
上 处 处 稠密 ， 且 它们 两 两 互 不 相交 ， 用 工 表示 这 些 集 的 和 的 余 集 ( 它 在 任何 
的 开 区 间 内 不 可 数 ), 研究 下 面 的 集 的 序列 : 

А, = Е: (0, 1) 1, 4,=Е, 0 (ПС, 2) 1, °, 
А,= Е, 1) (6—1, 0) 1, ° - 

显然 , 其 中 的 集 两 两 不 相交 、 且 每 一 个 在 直线 上 处 处 稠密 ， 同 时 所 有 的 
ЖА, 是 不 可 数 的 , 因而 集 44 闪 的 总 体 便 为 所 求 ， 

252. ШЕРА НЕЕ, 就 可 以 取 集 玉 作 为 如， 

和 如果 五 是 无 限 闭 集 ， 取 下 面 两 个 集 Е, 和 ЯМЕ Р. 是 Ф 
。152 • 


间 的 全 部 端点 集 ; E, ВАР РАСО Нин В СЧ, Е, 也 可 
能 是 空 的 ， 当 集 f 无 处 稠密 时 , 就 是 这 样 )， 容 易 看 出 集 下 的 每 一 点 ze Е 
的 接触 点 : 如 果 z, 是 五 的 内 点 , 则 在 任意 的 邻 域 下 (zo) # 17, 的 点 ;如 果 xz д 
的 边界 点 , 则 在 任何 邻 域 了 (zo) 有 Е, 的 点 ， 另 一 方面 ，: 主 集 五 之 外 没有 集 
E Jt hh (ВЕ у, B. EC P). 

Bi E=F, 3; E E: ЖЖ, B. E= E, U E,. 

253. И: 自然 数列 (更 一 般 是 任 一 单调 无 界 序列 )， 

254.， 中 心 在 华 标 原点 的 任 一 线段 内 , 只 有 有 限 个 已 知 序列 的 项 (如 果 有 
无 穷 多 , 则 根据 波 尔 察 诺 -维尔 斯 畦 拉 斯 定理 从 中 可 以 分 出 收敛 子 序 列 }， 因 
而 , 对 于 任何 的 到 >0, 存在 N>0, 使 当 所 有 的 n> М hr, |а, (> М sr, 这 就 
# к lim|a, | = 50. 

255. 由 全 部 有 理 数 组 成 的 旺 按 任意 的 方式 编号 的 序列 都 可 以 作为 例 
Ф. 

256. ЕР а Е, 而 5 R 3 F BJ kt N, 我 们 将 证 明 
СЕР. 

因为 是 了 的 极限 点 , ПЕРЕНЕС Я ср. ПЕЛА 
点 as 它 属于 已 知 的 序列 {a7, 且 与 2, 的 距离 小 于 1。 这 样 的 点 之 所 以 能 够 
找到 , 因为 z, 是 序列 {qa,} 的 极限 点 ， 


НЕК, 它 也 属于 已 知 的 序列 fa, 且 与 z 的 距离 小 于 万, 而且 要 求 号 
Rn, KT т. 

如 果 找 出 了 点 or an …， аа, 就 取 已 知 序列 的 那 项 当 作 a,,, 29 z, 
的 距离 小 于 二， 同时 使 号 码 n >n 1. 

我 们 证 明 所 作 的 序列 {ow} 的 子 序列 qn, ам, Т 5， 事实 上 


(а, 6) EP (an z.) + о(жь 0) ЗЕ 2), 


h kikin АМ, р (а, 00, Bl lima, = C. ЗЫ € RPE P. 
因而 , 集 忆 的 任意 慨 限 点 5 属于 此 集 , 所 以 , ВАН, 
257，、 为 了 证 明 此 题 ， 我 们 先 作 可 数 集 吾 ， 使 其 闭 包 是 五 (在 252 题 中 已 
证 明了 作出 这 种 集 的 可 能 性 )， 
ЕЖУ, ШНЕЗЮЛЕЕЖЕЮ НЕЮ, АЖ 
е 153. 


的 序列 . 
КЕ ЕЯ, 我 们 用 下 面 的 方法 来 办 理 ， 即 上 先 列 出 表 
六 | 
ccc ee 


CoC Cos": Со" 


СССр "Са "** 
其 中 Bb, b, b... 6, Е В ВЕЩИ д, 而 Ci, С, Сз, cn ЖЕН 
托 立 总， 现在 用 任 一 方法 把 此 表 写 成 序列 , 例如 
bi, су, b,, C1, С», 63, Са, Со, бу, ба, Ci, Co, Сз, б4, 05, Ci, "s, 


这 个 序列 即 为 所 求 . 
258. 21 аа ... 十 款 士 … 的 所 有 的 部 分 和 之 集 就 与 闲 区 间 Го. г 


259. + … 十 二 十 必 的 一 切 部 分 和 的 集 就 与 康 托 完备 集 相 


260. ЛЕВЕЛА > a, 的 一 切 部 分 和 所 成 的 集 加 是 闭 的 ， 


п= 1 
自然 数 的 每 一 集 相 应 于 级 数 的 一 个 确定 的 部 分 和 .而 用 下 面 的 方法 可 
以 在 自然 数 集 与 康 托 集 忆 的 点 之 间 建 立 一 一 对 应 :  НАЖЖ n <, <-> 


ау Т ра а, ВЛА НЕ 


的 空 集 对 应 于 点 Z=0， 面 一 切 日 然 数 集 对 应 于 点 2 一 1 容易 看 出 : 在 以 自 
然 数 为 元 所 成 一 切 集 之 秘 与 康 托 完备 集 之 间 建 讶 的 对 应 是 一 一 的 . | 
这 时 可 说 成 : 每 点 2%5D 相应 于 级 数 的 某 个 部 分 1, Fj y 表示 相应 于 后 
26р 的 部 分 和 , 我 们 就 得 到 一 个 阔 数 关系 9 一 拟 z)， 我 们 将 证 明 它 在 集 已 的 
所 有 点 处 是 连续 的 ， 
15 26р, 加 二 (xo)， 了 到 一 任意 的 e 守 0, 存在 这 样 的 和 ,只 要 %> 六 时 ,级 
数 的 余 项 >_a， 小 于 e. то АЫ: 


š =ñ 
| («У +575), 
í =N = 
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上 rr 


我 们 要 证 明 对 了 于 这 个 邻 域 中 的 所 有 点 2€D, 者 满足 不 等 式 |f17) 一 (70) | <. 
事实 上 , If sk z€ D 的 三 进位 展 式 与 点 x 的 三 进位 展 式 只 汪 这 些 项 上 不 同 ， 
即 它 的 足 码 超 过 入 的 项 ， 这 时 ， 相 应 于 点 2 的 自 然 数 集 与 阴 应 于 点 xo 的 自 
然 数 集 间 , 只 有 超过 X ВО АН. М Нах № В) НИЯ НРУ 
点 wo 的 部 分 和 只 有 其 足 码 超过 入 的 那些 项 不 同 ， 硬 足 码 超过 入 的 那些 珊 的 
和 小 了 =. 于是， 对 于 前 面 已 求 出 的 点 zo 之 邻 域 中 的 一 团 成 XSD， 有 бг) 
一 (7x0) 1<e 由 于 8 二 0 的 任意 性 ， 由 此 推出 函数 y= 了 XY): 主任 一 成 я: 
连续 的 (关于 D). 


于 是 , 把 有 界 闲 集 刀 上 映 成 级 数 > `a, 的 一 切 部 分 和 的 集 5 的 函数 y= 


¿= 1 
(z) 是 连续 的 ,但 在 此 时 , ОАО СЕ E) ur R. BE (2 376 №. 
ЕЕН ЕЧ. В ЕЕ, yo 二 У .ai，( 其 中 [ 是 某 一 自然 数 的 
i € TI 


集合 )， 设 e>0. ЯЖ, ЕМУ BJ €= ФЛ, 至少 有 加 中 不 同 于 加 的 一 点 


RL 


事实 上 , 如 果 级 数 > а 含 无 穷 多 项 , 由 于 a,—0( "一 co), 因 此, 在 这 个 级 
$ € HI 
数 的 项 中 一 定 可 找 出 小 于 = 的 项 (例如 а,,). MERK 部 分 和 S I ai in 
ЕП (n. 
= > `a, 的 益 小 于 e, ЖАҒ z, (IS ZJ G, 70). 如 果 级 数 y = У а ;1 


ГОРА. 
ЕН ЕП 


含有 限 项 , 则 从 原 级 数 中 一 定 可 找 出 一 项 (例如 am,), 它 不 含 于 这 个 和 中 ， ú 
he. МАТ У чье ЖЕЖ т 


Е ПУ: то} 
监 之 ; 在 任 一 点 osB 的 任何 e- 邻 成 中 有 吾 的 且 不 同 于 0 М, 因此, ЕЁ 
Хин. НЕЖИН, Хи, 则 它 便 是 完备 集 ， 
261. Е 260 题 的 解 中 前 面部 分 那样 进行 证 明 ， 此 时 , E KEE N, Ts 
当 и> М 时, 不 等 式 > |а, <е 成 立 ， 
262， 像 在 260 题 的 解 中 后 面部 分 那样 进行 证 胃 . 


263. ЖЖ у= У а, 是 级 数 > а, 的 部 分 和 , 则 := Ма, іХ 


+ ЕП $ = 1 ЕСП 
的 部 分 和 (这 里 , СП 是 IT 对 全 体 自然 数 集 的 余 №). (IB ута У а, = 6. М 
$ = 1 


.( ]55 • 


Er 


росна саа. ават Ы аа НИН СА Сс заръ да АСАР ага. К А 


而 ,由 УСЕ 181 8 一 yEB, 这 就 表示 是 :以 点 与 为 对 称 中 心 的 对 称 集 ， 


264， 如 果 绝 对 收 化 级 数 > а, 的 项 中 只 有 有 限 项 不 为 零 ， 则 此 级 数 部 


$=1 

УЖ. ВЮ, НЯ 多 项 不 等 于 

等 , 则 此 级 数 部 分 和 集 根 本 没有 孤立 点 (参看 262 В), МА, 它 是 完备 集 . 
265， 必 要 性 ， 假 定 有 这 样 的 数 М, 使 a> N as， 我 们 将 证 明 在 这 


$ =№М+1 


种 情况 下 , 部 分 和 所 成 的 集 不 能 填 满 闭 区 闻 [0, s]， 任 取 一 个 符合 条 件 > ， 


$541 
a,<£<ay 的 数 <， 此 数 不 能 表 成 级 数 部 分 和 的 形式 ， 事 实 上 ,如 果 上 = > 
ç € II 


а, ПОЖЕЖ 1.2, . N НИ 4, НАМИ, BCS 6; 人 于 
бап SETN-1 М2, yB T. $E, 而 这 也 是 不 可 能 的 (因为 ， 如 果 UI 


CINTLN+2, у, < У a<). 


ЕП $=Х+] 
因而 ， 只 要 有 一 个 号 码 % 使 不 等 式 m>> > a Жу, МА 
$= И +1 
ЖЕНЯ Б НГО, $]. 


充分 性 ， 设 对 任意 的 % 不 等 式 @, 志 Уо жу, XR RI 5 Ж 


$ЕВ| 
ОС 的 任 一 数 ， 我 们 将 找 出 这 样 的 自然 数 所 成 之 集 几 使 > a=. 为 
$ ЕП 
аа. a, <š, нат та, аи, +1225. 


其 次 , 在 级 数 et 二 arz 二 auts 十 … 的 项 中 依次 求 出 第 一 个 这 样 的 项 , 把 它 
加 到 和 а, Һа, а, 中 后 , 我 们 得 到 比 E 小 的 数 ， 设 此 项 为 sw， 因为 an 
一 0, 所 以 这 样 的 项 一 定 能 找到 。 此 后 , 再 补充 项 an on ia бн RL 
到 不 再 有 

G,-- +G, kG, TG. Fo Fa, <, 


G, + а, Ta. TG, + T д, G,,412 Š 
° J56 ° 


时 为 止 ， 由 an-: 和 У a 推出 这 样 的 n, 是 找 得 到 的 . 


б=т, 
继续 这 一 过 程 以 至 无 穷 , 得 出 下 列 的 部 分 和 : 
on he he Та, тан, He +a, Гав, T üa, рт 十 Cu， аи,“ 


容易 验证 这 个 级 数 的 和 等 于 上、 为 此 , 只 需 利用 数列 аа ба. an ÜZ 
你 于 零 这 一 事实 就 行 了 . 

这 样 一 来 , 就 证 明了 部 分 和 的 集 填 满 了 整个 闭 区 间 ， 

266， 如 像 证 明 265 题 的 充分 性 那样 来 进行 证 明 , 

267， 如 果 级 数 的 通 项 不 趋 于 零 ， 就 有 可 能 ， 例 如 ， 级 数 1 上 +1 十 … 十 1 
十 … 的 一 切 部 分 和 所 成 之 集 重合 于 一 切 非 负 整 数 所 成 之 焦 . 

268， 因 为 G 在 直线 上 处 处 称 密 , 则 开 区 间 了 含有 点 ;SG， (Н т, С 
的 内 点 ， 因 此 这 点 的 某 邻 域 1 也 含 在 G 中， 这 个 邻 域 可 以 把 РА 
的 小 , 使 得 该 邻 域 及 其 闲 包含 于 了 中 , 因此 TIn 0. 

269. ЯС,,С,, …, G，… 是 在 直线 上 处 处 稠密 的 开 集 序列 ， 我 们 证 明 
其 交 了 由 是 处 处 稠密 的 . 

设 了 是 任意 的 开 区 间 , 根据 268 题 的 结论 , 可 找 出 这 举 的 开 区 间 T. ЕЕ Д, 
cz 有 G，、 又 由 于 同伴 的 结论 , 找 出 L. СЛ GQ, Juk, ВЕНА, 使 
LC TI, G, 等 等 ， 结 果 得 出 一 个 含 于 另 一 个 的 闲 区 闻 套 序列 : 

ISI, I... I, >... 
而 且 , 它们 全 部 含 于 最 初 已 选 出 的 开 区 间 了 中 ,因此 , 这 些 闭 区 间 的 公共 点 
L 含 于 了 中 ; 另 一 方面 , с 又 含 于 每 一 个 集 G, h (N ¿SI,- 06,). 

这 样 一 来 , 在 任意 的 开 区 间 了 中 有 点 上 站 Go， 这 就 表示 ПО, 在 直线 上 
处 处 稠密 

270， 像 证 明 “ 在 欧 氏 空间 中 每 一 个 完备 集 其 势 为 ”那样 来 作出 这 个 全 
题 的 证 明 . 

а, CG,—0,2—: 0,22: 是 在 [as， 旭 上 处 处 稠密 开 集 列 ， 令 五 = 
[| Z Жа, 5] 上 任 取 两 个 不 相交 的 开 区 间 L, 和 T,, ВЕЕ УКН 

k 


中 选择 开 区 问 ó, 和 ó,, 9, СТ, 61, ó CI, O G, (# Ж 268 Bj, 这 样 的 开 区 
jH] Go 与 Ó, — E fi fE). 
我 们 把 开 区 间 ó, 和 ó, 称 为 第 一 秩 开 区 间 ， 


[57 


现在 我 们 研究 含 于 0 中、 任意 两 个 长 度 相 同 的 、 且 不 相交 的 开 区 间 rw 
ЖГ. 以 及 含 于 O 中 、， 两 个 长 度 相 同 不 相交 的 开 区 闻 T 和 Ti， 再 在 它们 
的 每 一 个 中 找 出 开 区 闻 до, до, Оле, ди, 使 下 列 包 含 式 成 立 : 
ÓC TI, П6,, GCTune ó CI, G2 ó, CI, nc: 

我 们 把 开 区 间 до, до, О Ón 叫做 第 二 秩 开 区 间 ， 

一 般 地 , 娟 时 作出 了 第 不 秩 开 区 间 , 为 了 作出 8 秩 开 放风， 用 下 玛 的 
办 法 进行 : 设 Ó; í 4 СЕН 1, 12, *" 14 ЖЕ 0 或 1) 是 任何 一 个 k 秩 开 区 
间 ， 在 此 区 辣 中 ， 我 们 分 出 两 个 长 度 相 等 、 互 不 相交 的 开 区 间 Гань 和 
T, 且 分 别 在 每 一 个 中 找 出 这 样 的 开 区 同 Oatg0 和 Ó; ев, 使 

9:3 CC 站 GO 

用 这 种 方法 得 到 的 全 部 开 区 闻 0, ,;, u i | | BH 做 第 上 十 1 秩 开 区 辐 , 它们 
的 数目 比 第 大 秩 开 区 间 多 一 倍 ， 

ТЕРЕЛ т А.у: а) 在 图 定时 ， 第 秩 的 不 同 的 开 区 间 及 
其 闭 包 是 互 不 相交 的 ; 6) 随 着 的 增加 , УХ НК а 0; в) 对 于 任意 
的 0 和 1 的 序列 让, ii, #6, Dó; Dó, 2 

由 性 质 б) 和 B) 推 出 :对 任 一 0 和 1 的 序列 证 , io, L, 存在 瞧 一 的 一 点 
ль", 它 是 闭 区 间 的 交 6;, 门 605 人 Ó, a, 5 同时 , 又 由 性 质 2) 得 出 两 个 
2 а] ВУ РЕ 05, базе О, 15,63, "ЯН ЕР РА АЧА ВО, а Я ЖИ 
Ё, зии... КЕ г, BJ 3 К 0 和 1 组 成 的 厅 别 所 成 的 集 ， 
АЯН, ПП ЕЕК). 

用 4 表示 一 切 扩 т... 的 集 ， 我 们 将 证 明 4CE， 为 此 ， 取 任意 的 点 
Z; i i CA, НИЕ ЕН. H 

21,1150, Пд, Обь П, 
又 因为 根据 作法 , 有 
6; CG ó, CG bs CG ==, 


则 对 了 于 任意 的 К, 有 2-С, 这 意味 着 Ti В С,, HH И 20 内 
k 


， 集 4 的 任 一 点 是 集 殖 的 元 ， 即 АСЕ. 但 前 面 已 证 明了 4 具有 连续 统 的 
И 即 是 说 , 集 五 也 有 连续 统 的 势 . 

ik: 由 证 明 过 程 看 出 : ЧС, Gs, б, … 是 平面 上 (在 某 个 朵 网 内 稠密 ) 
或 是 Е ИН 结 采 仍然 成 立 . 

211. ЖА, 4,, Аз, 4 是 直线 上 的 无 处 稠密 集 ， 此 时 ， 这 些 集 的 
. 158 ° 


PRQ er pb ГАИ Td аан АТЫНЫ 1: а аң, ара рол Ынар с: С 


НЫ A, А, А, …, Д,, … 也 无 处 稠密 (参看 203 题 )， 因 而 , E A, 的 余 集 是 
均线 上 处 处 稠密 的 开 集 , 于 是 , 它们 的 交集 (сл, 也 是 车站 线 上 处 处 稠密 
Ë 


的 (参看 269 Jl). < Sk R, 无 论 如 何 它 是 非 空 的 ， 
现在 容 艺 验证 所 有 4; СМИ МЕНЕЕ. 事实 上 : 


4 U А,)>С( (4, 一 Г СА, 56 9 
k n k 


理 便 可 )， 因 此 
c( U A.) 9, 
k 


由 此 推出 集 (Ја, 不 同 于 全 直线 (不 但 如 此 ， 还 可 在 任意 的 开 区 间 中 找 出 不 
k 


属于 集 U A, 的 点 )， 
| k 


272， 设 Bi, В,, Bs,…, Bs,… 是 直线 上 处 处 称 密 的 Gs 型 集 ， 于 是 , 对 于 
任意 的 В, = [ | а, ОО, 是 开 集 )， 因 为 对 于 任意 的 i G, —B, 


则 一 切 的 Gi,; 在 直线 上 也 是 处 处 稠密 的 . 


用 加 表示 一 切 B, 的 交 , 有 
Е = 8 В, = В ( a Си) = П САЎ 
k k š í * k 


因而 召 是 可 数 个 处 处 稠密 的 开 集 {G,, 二 的 交 ， 则 互 本 身 也 是 处 处 稠密 的 
《参看 269 题 )， 因 此 , E= [|B 在 直线 上 是 处 处 稠密 的 G, 型 集 
k 


213. Я. E= (r. r. ra ra eh, Ет, r a т), E = {re тн, 
Tx. (其 中 rro Г" 是 用 任意 的 方法 编 了 号 的 有 理 数 全 体 )， 集 
.在 直线 上 是 稠密 的 .因为 其 余 的 集 是 从 集中 去 掉 一 个 有 限 集 而 产生 的 ， 
因此 它们 在 直线 上 也 是 稠密 的 (参看 249 М). 

另 一 方面 ,无 论 取 哪 一 点 7;, 它 绝 不 可 能 包含 在 所 有 的 BE; 之 中 .于 是 所 
有 Ei 的 交 是 空 的 . 

274， 由 有 理 数 所 成 的 集 即 在 直线 上 是 处 处 稠密 的 ， 假 定 它 是 Cs 型 
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的 集 ， 那 末 , 由 P. 平移 2 而 得 到 的 集 驴 ( 即 形 如 7? 十 V 2 的 集 ， 其 中 z€) 
也 是 处 处 稠密 的 Cs 型 集 .但 是 ,在 此 情况 下 , 它们 的 交 也 足 处 处 稠密 的 集 ( 参 
Ё 272 W). Wa RX E ПЕ, = 8B， 办 而 , БЕ F, 是 G, 型 集 是 不 正确 
的 ， 即 去 示 了 直线 上 一 切 有 理 数 所 成 之 集 吾 不 是 G, 型 集 . 

215. 利用 对 偶 原 理 进行 证 明 。 同 时 还 需 利 用 上 题 的 结果 ， 

“76， 类 似 于 在 解 274 题 时 来 用 的 证 明 。 只 是 在 平移 时 , 要 选择 数 a, 使 
形 如 XY 十 Q(XEB) 的 点 集 不 与 吾 相 交 , (ТЕА АГК), 这 件 事 是 能 办 到 的 )， 

217. 提示 .利用 前 题 结果， 

218. 如 果 集 50, 1) 站 7 这 里 工 是 一 切 无 理 数 组 成 的 集 ) ЯР. 型 的 ， 因 
为 ,对 于 任意 的 整数 ,任何 一 个 形 如 Lk, АЪТ) OI B ES ТАЊА, Т 
是 它 也 是 Fo 型 的 集 ， 但 可 数 个 集 的 和 АГЕ, 十 让 站 了 (这 里 按 一 切 整 数 
求 和 ) 也 为 fo 型 的 集 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 这 个 和 重合 于 集 工 ( 参 站 275 
KH), 

对 任何 的 a ТВ (а< 8), 证 明 [a, ВӘ I AAE F. 型 的 集 ， 可 类 似 地 进 
行 ， 只 是 平移 的 距离 不 是 1， 击 是 会 条件 07 所 pp 一 a 的 任 一 固定 的 有 理 
е т. 

要 证 明 [a, 0) ПМЕН М-ва Gs 型 集 , 只 要 
注意 下 面 的 事实 就 可 以 了 : Га, В) ПМ 是 集 [а, Б) NI 的 余 集 ( 对 整个 半 开 
К] Га. В), мля Р. 型 集 ， 

279， 取 由 全 部 负 有 理 数 和 全 部 正 无 理 数 所 组 成 的 集 五 作为 这 样 的 例 
子 ， 如 果 说 五 为 Gs 型 的 ， 则 它 在 兴 开 区 周 [ 一 1, 0) 内 的 点 所 成 的 子 集 由 为 
Gs 型 的 ， 这 是 不 正确 的 (НИМ). АЕ Е, М, ЕЕК 
[1, 2) 中 的 子 集 也 为 Fo 型 的 ,这 也 是 不 正确 的 。 因 此 , 五 既 非 Ш, 又 非 
FP; 型 集 ， 

280， 可 把 这 题 化 为 直径 趋 于 零 的 亲信 套 序 列 的 情形 , 

为 此 , 考虑 包含 А, ВНИХ На, 5] (因而 [a, b SA, k=1,2,), аа, 
0 分 成 两 个 一 样 长 的 闭 区 同 , 把 其 中 与 A, 的 怎 一 个 有 非 空 了 交 的 一 半 称 为 第 
АЖ В 五 ， 基 次 ， 又 平分 第 一 次 选 出 的 闭 区 间 TI， 把 其 中 与 每 一 
A, 有 非 空 交 的 一 半 称 为 第 二 次 选 出 的 闲 区 间 7， 一般 地 ， 如 果 已 选 出 了 内 
Б Ја] 1... 1,1, 我 们 将 7- 分 为 长 度 相 靠 的 两 个 财 区 闻 ， 取 其 中 与 每 一 个 

由 如果 两 个 闭 区 间 都 具有 所 指出 的 性 质 ， 就 把 闭 区 间 "o, 妇 内 左边 的 一 半 称 为 
ЖАҢАНЫ Д. 
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和 有 非 空 次 的 那 一 半 为 1,， 令 В, = 4 人 Ts, 现在 研究 序列 48x, 显然 有 “ 
I B,—B.,—B,2:.. 5B,D>::: 

H. > М, diamB,—0(H B, I,, ИА diam B,<diamI,). Вт, 根据 
康 托 定理 ， 存 在 点 zo, 使 z 是 一 切 B, БАЗ. НЕЮ ВН Bi 二 i， 


ЖА, 2,6 1 В, 站 А,, ВП л А, 韭 空 ， 
] 

281. Им, 设 A= 0,1), 400,5), … 4.=(0 2), … 此 时 ,全 部 
A, 4625, 而 后 面 的 集 含 于 前 面 的 集中 , 而 且 ，| ] 4,= 2. 
282， 如 Ж A,A... A, 2: НА, АСА, WI [| А, = П 4,. В 
A, 非 空 (因为 全 部 А, 是 非 空 有 界 闭 集 ， 且 A,A... DA,2::). М 
而 | 4. 是 非 空 的 . 
283， 设 集 41, Ax …, 4s，… 均 为 有 界 闭 集 . 我 们 将 伍 明 : 如 果 所 有 这 些 
集 的 交 是 空 集 ， 则 可 找 出 有 限 个 这 种 集 ， 而 其 交 也 是 空 的 (于 是 定理 就 证 明 
T). 

кПа. =, м o( [| дь)= 2, 其 中 忆 是 全 直线 、 根 据 对 侦 原理 

k k 


| 


[Ј сал, =2. Ш СА, 均 为 开 集 ， 其 和 为 多 直线， 于是， 它们 组 成 了 有 界 
k 


НА, 的 覆盖 , 从 这 个 覆盖 中 选 出 有 限 个 , 使 

СА; UCA, U UCA, DSA, 
(参看 245 题 )， 那 来 , 再 一 次 用 对 侦 原 理 得 : 

А. ПА, П ПА„ССА,, 
ИН А, ЛА; ПА,, (|... ПА = 8. 


因此 ， 如 果 [1 a, = 8, 则 从 这 些 集中 可 找 出 有 限 个 集 (A А, А, =" 


А}, 而 其 交 是 空 集 ， 因 而 , 如 果 集 族 VA 的 任意 有 限 个 集 之 交 韭 空 ， 则 所 
有 А, 的 交 也 是 非 空 的 . 
注 ， 从 证 明 中 看 出 , ИН А, А», А … 中 ， 只 要 一 个 是 有 务 的 ， 尽 
管 其 余 的 无 界 , 定理 仍然 成 六. 
284， 对 于 无 界 集 而 言 ， 这 些 命题 都 不 正确 ，、 例 : iZ A, = n, 十 20), 有 
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A,—A;—4;2:: ОА, >, E Br ËJ А, 都 是 闭 的 ОНЧЕН), 它们 的 交 
зн. 这 个 例子 表明 ;对 于 无 界 闭 集 而 言 , 第 280 题 中 的 断言 失效 , 为 了 说 
明 当 爹 部 集 А, 为 无 者 集 时 ，283 题 的 断言 也 失效 ， 再 看 同一 的 例 A, = Гм, 
十 cc)， 这 里 ， 诸 集中 任意 有 限 个 的 交 是 非 空 的 , 可 是 全 部 A, ЕН 

285， 可 以 ， 例 如 ， 可 以 用 下 面 的 方法 : 设 el 是 一 秩 邻 接 区 间 的 中 点 


(ре: =0,5). c, 是 在 ev 右边 的 二 秩 邻 接 区 间 的 中 点 ( 即 开 区 间 { <. o) 的 


#1). — Я. ск 就 是 在 cx 右边 的 、 第 形 十 1 秩 邻 接 区 间 前 中 点 。， 那 时 ， 
康 托 集 已 便 分 成 了 下 面 的 两 两 不 相交 、 非 经 的 周 集 之 和 

D= (ПГО, в, 0 (D [ei c J) U (ВП Ее, e J) U L ФП 

Сы, 6+1]) U: U 415. 

其 中 1 了 7 下 坐标 为 1 的 单 点 集 . 

286， 正 方形 [0, ПХ 10, ПтАЖ ЕР. z=const, 0<<y=<1 的 
和 , 这 些 线段 所 成 之 集 有 连续 势 , 其 中 每 一 个 是 非 空 的 完备 集 , 它们 又 互 不 相 
交 ， 其 和 就 是 已 给 出 的 正方 形 . 

287， 这 个 集 的 全 部 点 都 是 孤立 的 (参看 132 题 )， 于 是 这 个 集 是 有 限 或 
НГ Ну. ПЯ АЕ АГАЧ, 则 它 至 少 有 一 个 属于 此 集 的 凝聚 点， 

“838， 整 个 康 托 集 忆 是 导 集 (这 样 一 来 ,在 此 题 中 作出 的 集 五 还 可 以 作为 
说 明 136 题 和 213 题 的 一 个 例子 ). 闭 包 E= EUD. 

第 二 级 的 导 集 重合 于 一 级 导 集 ( 即 等 于 р), ЕЕ УЖАР 
ЖЕ Е 的 和 

289， 集 丈 是 闭 的 。 用 下 面 方法 把 它 表 为 完备 集 与 可 数 集 的 和 : 完备 集 
Нря-МИХН а, +52, а, а | 的 和 组 成 ;而 可 数 集 就 是 一 切 点 


‚70, 


—=1,2, 3, .-. 
= (и=12,3, =) 


组 成 的 集 ， 

290. x la, bir E 是 闭 的 ， 我 们 证 明 它 不 含 扳 立 点 ， 

设 z ela, bJ ПЕ. МУ аЕ, ЪСЕ, W| х, 是 闭 区 间 的 内 点 ， 作 一 任意 的 
ЗВ V (а) C |a, 菇 .在 这 个 邻 咸 内 有 不 同 于 хо 的 点 ZE 盏 , 即 有 xé[a, b| r) E, 
因而 , 在 zc 的 任 一 邻 域内 有 异 于 zo 的 点 ZElo b] ПЕ, W Z; ЛЖ 
[а ПЕ. 
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这 样 一 来 , Ж Га, b 1 E 是 完备 集 . 

291， 研 究 两 种 情形 ; 1) Нат т Е Е; 2) = 
少 一 个 端点 属于 E. 

在 第 一 种 情形 下 ,等 式 (а, В) 人 B=[a, PI E 成 立 ， 这 个 等 式 的 厂 端 
Бе ЖЖ ЕЯ), ТА, (а. В) ПЕ R 2 # f. 

现在 来 看 第 二 种 情形 ， 设 аСЕ 和 ВсЕ( а, B 中 只 有 一 个 属于 一 
证 明 是 类 似 的 )， 因 为 集 互 是 无 处 稠密 的 ， 则 在 任意 的 开 区 间 (c, а’) Н 
ЖТЕН А, 因此 存在 如 此 点 询 а >а,>.>а,>.., ЕПЖАТЕ 而 又 收 
s F a. 由 于 同 祥 的 理由 ， 又 得 出 不 属 干 吾 ， 而 收敛 于 太 的 点 列 玉 < 一 … 
<b, <. ЖА, АИИ Ја <, (31), 35, Ж (а В ПЕ 是 下 列 集 
的 和 和 : 


a,a, a; 8; Б, 5,030, bs 
ии ии 


图 31 
(а, b.) ПЕ, (ао, а,) ПЕ, (аз, а.) ПЕ, (а, а.) ПЕ, ... 


(bi, 6.) ПЕ, (b,, b) ПЕ, (b,, b) ПЕ, ---. 

如 用 这 些 集 全 是 空 的 , 则 (a, 有 站 也 是 空 的 (从 而 也 是 完备 的 )， 如 果 
其 中 有 非 空 的 , 则 它们 中 的 每 一 个 是 完备 的 (参看 第 一 种 情形 )、， 如 果 这 些 集 
是 有 限 个 ， 则 它们 的 和 ( 即 (a, 8) 有 到) 也 是 完备 集 ， 如 果 这 些 集 的 个 数 是 可 
数 的 , 则 它们 的 和 ( 即 (c, В) 门 ) 是 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 完备 集 的 和 

292， 首 先 注意 PAQ= P CQ, 这 里 CQ 是 开 集 . 设 C8= [jc В, 
这 里 (ch В) ЕЖ, 于 是 P\@= Ü [(аь Во ПР]. 如 果 P\Q 非 空 
或 是 完备 的 ,或 是 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 完备 集 之 和 . 这 时 , (а. ВО ПР 
的 和 ( 即 PN\@) 或 为 完备 集 , 或 为 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 完备 集 之 和 

293， 设 4= UJ E,, ЖЕ, 是 无 处 稠密 的 完备 集 ， 可 以 把 这 个 和 用 
下 面 的 方式 表示 : 


п -1 


А=Е,Ј (ЕЛЕ!) ОТЕМ СЕ, Е, 0 СЕ, [Једу G) 
= 1 
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在 这 个 和 中 , 诸 项 之 中 两 两 互 不 相交 , 每 一 项 或 是 无 处 得 密 的 完备 集 , 或 
是 两 个 无 处 稠密 的 完备 集 之 差 ， 如果 它 是 两 个 无 处 稠密 的 完备 集 之 差 ， 则 根 
据 上 器 结果 , 它 可 表 成 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 完备 集 的 和 . 

由 此 推出 (由 于 等 式 (1)): 集 4 可 表 成 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 、 无 处 笛 
密 的 完备 集 的 和 

294. iz[a, 5,1, Га». po La, 8;],… 是 任何 的 可 数 个 两 两 无 公共 点 


的 闭 区 间 ， 我 们 要 证 明 : 这 些 闭 区 闻 的 和 | Fai, bJ ЖЕНЕ НЯ, ж 


£=1 


考虑 这 些 闭 区 间 内 部 之 和 , 即 开 区 间 (a, b) 的 和 【| 0а, b). ВЕЕТ 
$ =1 
和 的 余 集 . 它 是 闭 的 , 非 空 (由 于 点 в, 6. а», b, 包含 在 这 个 余 集 中 ， 由 
此 推 知 它 是 非 空 的 )， 此 外 , 因为 吾 的 邻接 区 间 两 两 无 公共 端点 (如 果 两 个 开 
ГС Са, b) 和 (ax, b,) 有 公共 端点 , ИШТА Га, 5 和 [a,. bi] Зх ЧЕ, 
这 与 条 件 矛 盾 ), 所 以 , 是 完备 集 ， 由 轧 是 完备 集 推出 它 具有 连续 统 的 势 ， 
现在 转 来 看 已 给 的 闭 区 间 序 列 的 和 , 这 个 和 的 余 集 只 在 可 数 点 集 


Сі | Га. b ]y =Е\4а, b,, a,, 6. ...} 


上 与 至 不同， 于 是 集 C{ | ra, 83} 也 有 连续 统 的 势 ， 因 而 也 是 非 空 的 
这 就 表示 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 闭 区 问 之 和 不 能 汗 满 仿 直 线 
?95， 不 能 ， 例 如 , 如 果 开 区 间 { 一 地， 对) 可 以 表 成 可 数 个 两 两 互 不 相 


交 的 闭 区 间 之 和 , 则 用 连续 范 数 у = tez 把 这 个 开 区 间 映 到 整个 Oz 轴 上 ， 我 
们 就 可 以 把 此 Оу 轴 表 成 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 闭 区 间 之 和 ,这 是 不 可 能 
的 (参看 294 Bi), 

类 似 地 证 明 任 总 开 区 间 (а, 5) 不 能 表 成 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 闭 区 间 
之 和 . 


296， 不 能 ， 假 定 闲 区 间 fo, 5) OR T k ЊО: Га, 5]= [| га, 6 
i=1 
此 时 , 设 闭 区 则 [a, b] 的 左 端点 属于 闭 区 间 [ci，p |(Па=а,), 而 右 端 点 属 
+T x 19 [а», В. | (ЕП b= f,), ЗВ, 其 余 的 一 切 闭 区 间 Га», 2з], [а pj 
[a,. 6sj,… 之 和 便 组 成 了 开 区 间 (PB1,943) (图 32), 这 是 不 可 能 的 (参看 前 题 ). 
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图 32 
291. ЕГО, 1; 1. H Е: ИЛ] A,, 4,, Аз, "о A, 取 成 康 
托 集 ， 为 了 构造 А, (2?>>1T) ,我 们 把 财 区 间 10, | п Кен 


[| 1 而且, 在 这 些 闲 区 间 的 年 一 个 内 , 用 类 似 于 


й 


作出 康 托 集 的 方法 9 作出 完备 集 ， 一 切 这 些 集 的 和 叫做 4，. 
现在 令 4= |] A,, B= [0, 1]\4， 要 证 明 对 于 任意 的 c 和 (0O<a<<b 


<1), 交集 АП (а, РЯ ВЛ (а 6) 有 连续 统 的 势 
无 论 开 区 间 (a,p) 是 怎样 的 ， 只 要 充分 地 大 , 总 有 沼 区 间 Е | 


п 


在 (c, В) ра. WAR 4, Мы, за Ona 


п 


托 集 )， 因 而 , д, П, 22 гино 99, ХХ 4-24,, (а, 0) >| 


$ 
L 
一 上 |， 则 集 An (a, В) 一定 具有 连续 统 的 势 

集 ВП (а, 六) 可 以 作为 在 (ac， В) БАКАР ВУ ЕЕ 《 А,. СА., CA,, 027 
交 ( 这 里 是 对 开 区 间 (a， 6) 取 的 余 集 )， 但 是 , 这 些 集 的 交 有 连续 统 的 势 ( 参 
看 270 题 ), 因而 有 

ВПГ (а, В) = e. 

298， 第 一 秩 邻 接 区 间 由 所 有 那些 数组 成 ， 共 三 进位 展 式 中 第 一 位 一 定 

等 于 19， 每 一 个 第 一 纵 邻 接 区 间 由 那些 数组 成 ， 共 三 进位 展 式 (在 已 确定 第 


Q 例如 ,在 闭 区 间 | 0, 一 | 上 按照 以 下 方法 来 作 : 把 它 分 成 三 等 分 ， 删 去 中 间 的 
一 个 开 区 间 。 然 后 , 又 把 其 余 的 闲 区 间 都 分 成 三 等 分 ,再 删 去 它们 中 间 的 开 区 间 ， 等 
等 ， 经 过 可 数 次 后 , 留 下 的 集 就 是 所 要 求 的 完备 集 , 

@ 要 这 样 来 理解 “一定 "， 如 果 z 有 两 种 不 同 的 三 进位 小 数 表示 式 : 一 个 在 第 一 
位 是 1 ,而 另 一 个 在 第 一 位 不 是 1( 例如 -= )， 那 末 ， 我 们 不 把 z 算 作 在 第 一 秩 区 间 之 


内 ， 换 句 话说 ， 当 且 仅 当 仔 何 三 进位 小 数 展 式 中 , 小数点 后 的 第 一 位 总 是 1 的 那样 的 
r 才 包 含 在 第 一 秩 区 间 之 内 ， | | 


9 [65° 


一 位 数 的 情况 下 ) 中 , 第 二 位 数 一 定 是 1，-- 般 地 ， 每 一 个 第 不 秩 邻 接 区 间 由 
那些 数组 成, 其 三 进位 展 式 (在 已 确定 前 一 1 位 数 的 情况 下 ) 中 , 第 大 位 数 一 
定 足 1， 由 此 推出 ,从 [0，1] 中 去 掉 所 有 的 邻接 区 癌 后 剩 下 的 集 是 而 且 仅 是 
НИИХ НГО, 菇 的 那些 数组 成 , 那些 数 的 三 进位 小 数 表示 式 中 , 每 一 位 的 数 都 
不 是 1 

299， 康 托 集 的 第 一 类 点 由 一 切 那些 数组 成 , 它们 是 三 进位 有 再 数 ( 即 是 
可 以 表示 成 有 限 的 三 进位 小 数 ) ,而 同时 ， 又 允许 其 三 进位 展 式 中 不 出 现 1 

第 二 类 点 就 是 那些 点 ,它们 的 三 进位 表示 式 中 没有 1， 而且 它们 是 三 
位 无 理 数 ( 即 在 它们 的 表示 式 中 有 无 穷 多 个 0 和 无 穷 多 个 2). 

300， 在 数 0.1 和 0.2 间 有 无 穷 多 个 第 一 类 点 ， 共 中 之 一 是 e= ( 它 的 


三 进位 小 数 表 示 趟 十 X= 二 0.0100…:。 因而 这 个 点 是 三 进位 有 理 点 ; 它 的 三 进 
位 表示 式 又 可 以 写成 没有 1 的 形式 : x 二 0,00222,…， 因 而 这 个 点 属 十 康 托 
Ж). 

301， 在 这 两 数 间 有 无 穷 多 个 第 二 类 点 ， 例 如 ， 三 进位 小 数 的 表示 式 为 
0.00202020202… 的 点 z, 便 是 在 数 0.05 和 0.1 问 的 第 二 类 点 (容易 看 出 , z= 


2 .22 一 工 因而 上 一 xz 一 工 ; 因为 它 的 三 进位 玫 永 式 中 含有 无 穷 
а 2а, 因而 二 <z< 了 ;因为 它 的 三 进位 玫 示 式 中 含有 无 穷 多 


个 2 和 无 穷 多 个 0 因此 , 它 是 康 托 集 的 第 二 类 点 )， 并 了 及, АНИ, 

302， 闭 区 间 [0, 1 的 任 一 三 进位 无 理 点 唯一 地 展 成 无 限 三 进位 小 数 
0. qiazas…, 其 中 Gi 一 0 或 1, 而 且 在 展 式 中 既 有 无 穷 多 个 0 又 有 无 穷 多 个 І, 
间 时 ， 每 一 个 这 种 类 型 的 无 限 小 数 表 示 闭 区 间 [0, 下 的 某 个 二 进位 无 理 点 . 

康 托 集 D 的 任意 一 个 第 二 类 点 可 以 唯一 地 展 成 无 限 三 进位 小 数 
0. 5.6.63…, 这 里 5 二 0 或 2， 而且 在 展 式 中 既 有 无 穷 多 个 0， 又 有 无 穷 多 个 
2. 同时 , 这 种 类 型 的 每 一 个 无 限 小 数 表 示 集 DD 的 某 一 个 第 二 类 点 ， 

ЕО НГО, 也 和 的 二 进位 无 更 点 x 二 0. п.о, ВЕСЕ Р жн у 
一 0. 58.8.b,… 之 间 ， 于 下 面 的 方法 建立 一 一 对 应 ， 点 X= 二 0. qi.0z93… 对 应 于 这 
样 的 点 y==0.5,5,bs…, #6, = 2а, (НИЗ а, =0, Ш 6, =0; № a,=1, WJ b,—2). 
显然 ,对 应 是 一 一 的 , 且 保 持 了 先后 次 序 ， 即 这 个 对 应 在 [0, 1] 上 的 二 进位 无 
理 点 所 成 之 集 与 D 中 的 第 二 类 点 集 之 间 确 定 了 相似 性 . 

303， 虽 然 有 同样 的 势 (两 个 都 可 数 ), 但 这 些 集 不 相似 ， 用 反 证 法 来 证 


Ф 在 十 进位 制 的 数 中 .车 在 三 进位 制 中 , ИИС А Г. СЕЖЕ) 
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明 它 们 不 相似 ， 用 证 表 示 闲 区间 [0, 1 上 的 有 理 数 集 ， 床 和 表示 康 托 集 的 一 
扎 第 一 类 点 所 成 之 集 ， 假 定 在 集 召 和 集 蒜 的 元 之 阅 存 在 尘 保 持 先 后 次 序 的 
一 一 对 应 了 一 一 2( 其 中 ER，ZEX)， 设 和 和 2 是 同一 命 接 区 间 的 两 个 端 
ВИ ХНУ А НИЕ т, 和 ya Н.п z, <z,, 则 有 71р, 

用 т; 表示 在 Я z, 间 的 任 一 有 理 数 ， 设 r | ——<z. €X. H Е z, Hl 
z, НЕ ХК, Е Д а Са 或 是 Xs 之 Xo， 而 这 时 对 应 7 一 7 就 不 
是 相似 对 应 了 (事实 上 , 如 r, тт, 那 末 ， 或 z,<z,<:,, их, а. 
这 意味 着 , 在 集 且 和 六 之 间 建 并 相似 对 应 是 不 可 能 的 .因此 ,这些 集 不 相似 

304. 9 4Е В <Введение в общую теорию множоств и функций? 
П.С. Александров (1948 年 版 ) 中 68—69 页 第 三 章 的 第 -- 节 的 定理 1 及 系 
中 , 找到 这 个 事实 的 证 明和， 

305， 不 存在 ， 我 们 来 证 明 这 个 事实 ， 在 康 托 集 忆 千 取 一 个 第 一 类 点 
т, 并 取 它 的 任意 邻 域 了 ЯР, Ш Пр 055. НЙ 
包 了 门 站 是 完备 集 ， 但 非 空 的 完备 集 ( 因 为 至 少 含 一 点 ze 因此 它 非 空 ) Ч 
续 统 的 势 ， 集 了 人 站 也 有 连续 统 的 势 〈( 它 与 其 闭 包 至 多 在 两 个 站 点 处 不 同 )， 
因而 集 了 门 忆 不 可 能 只 含 第 一 类 点 (它们 总 共 才 可 数 个 )， 所 以 应 含有 第 二 类 
的 点 ， 这 样 一 来 , 每 一 个 其 至 只 含 集 如 中 一 个 第 一 类 点 有 开 区 间 了 也 含有 和 集 
DD 中 的 无 穷 多 个 第 二 类 点 ， 

应 该 注意 ， 这 些 讨论 不 仅 对 于 康 托 集 , 而 且 对 于 直线 上 任意 的 完备 集 D 
都 是 有 效 的 ， 

306， 非 空 的 完备 集 加 是 不 可 数 的 ， 因 而 ,由 已 知 点 x ЈА) В) РА УСЕ 
的 距离 所 成 之 集 也 是 不 可 数 的 (E B k F Be £ PNR m Z R z, Ч z BJ EBE ЕН 
等 ), 即 是 在 一 切 距 离 p (z, у) (多 本 之 中 一 定 有 些 为 无 理 数 ( 因 为 距离 为 有 悍 
数 者 只 是 可 数 个 )， 

307， 连 续 统 的 势 ， 推 理 如 下 : 每 一 开 集 可 以 表 成 具有 有 理 端 点 的 开 区 
间 之 和 (事实 上 , 如 采 ! 是 开 集 ， 则 每 一 操 z €l ВЕТРА, КА 
理 端点 的 开 区 间 之 中 .于 是 二 便 是 这 些 开 区 间 之 和 )。. АМН И 
开 区 间 是 可 数 的 , 因而 , 由 这 些 开 区 间 的 不 同 组 合 所 成 乙 集 具有 连续 统 的 势 . 
因为 每 一 开 集 并 非 唯一 地 表 成 具有 有 理 端 点 的 开 区 闻 之 和 , 则 在 直线 上 一 切 


开 集 所 成 之 集 区 具有 小 于 或 等 于 c 的 势 : 656. 


ХФ 此 书 有 杨 永 芳 译 的 中 译本 ( 集 与 函数 的 泛 论 初 阶 )，、( 译 者 注 ) 
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另 一 方面 ,在 直线 上 的 开 集 之 中 , 形 如 (0,a) (其 中 a>0) BJ —1J FE Я 
所 成 之 集 具 有 连续 统 的 势 ， 因 而 ， 直 线 上 一 切 开 集 所 成 之 集 失 势 不 小 于 с, 
НР & =c. _ 

比较 所 得 的 两 个 不 每 式 ， 便 得 G =c. 

308， 连 续 统 的 势 ， 类 似 于 上 题 进 行 证 明 ， 间 时 要 利用 7 窗 的 事实 ;和平 
面 上 任何 开 集 可 以 表 成 有 理 圆 之 和 (参看 241 М). 

309， 连 续 统 的 势 ， 推 理 如 下 : 在 直线 上 ， 所 有 开 集 所 绎 成 的 集 和 所 有 
闭 集 组 成 的 集 之 间 存 在 着 一 一 对 应 (每 一 闭 集 对 应 以 它 为 余 集 的 开 集 ). 

因为 直线 于 由 一 切 开 集 而 成 的 集 具有 连续 统 的 势 c (2 8 308 HBH), 则 在 
直线 上 由 一 切 闭 集 而 成 的 集 册 有 势 c. 

410， 连 续 统 的 势 ， 证 明 : 在 丰 线 上 一 切 完 备 集 组 成 的 集中 的 势 不 大 于 
成全 之 要 因而 <. 

一 方面 ， 在 完备 集中 有 形 如 [0,， а] СЕ а>0) 的 一 切 闭 区 间 ， ХА 
ож», 因而 , 由 所 有 完备 集 而 组 成 的 集 吕 的 势 大 十 或 
РАЮ. Вс. Е 

ЕО, EIB 8 = с. 

311， 为 了 证 明 这 些 集 是 完备 的 ， 只 要 证 明 下 面 的 事实 就 能 了 : 这些 集 
中 的 每 一 个 的 一 切 邻 接 区 间 两 两 没有 公共 的 端点 ， 

建议 读者 直接 证 明 : 这 些 集 的 每 一 个 都 没有 孤立 点 (不 要 使 用 在 直线 上 
造 完备 集 的 一 般 定 理 )， 

312， 我 们 来 作 一 个 不 含 任何 一 个 有 理 点 的 非 空 完备 集 ， 为 此 ， 先 用 任 
意 的 方法 把 直线 上 所 有 的 有 理 点 编号 : 

ry ee, pe 

Е e, 为 半径 作 г, 的 邻 域 ， 把 它 叫 做 五， 其 次 , fE r, r ve, 

"H iK ЖЕ T, 申 的 第 一 个 点 ， 设 它 是 T. 显然 ， 它 不 是 开 区 [8 T, BG 
РА (这 个 开 区 闻 的 端点 均 为 无 理 数 )， 再 作 т, 的 , 以 无 理 数 e, 为 半径 的 
邻 域 , 它 不 与 了 相交 ,而且 与 它 没有 公共 端点 ， 用 Г, 表示 这 个 邻 域 . 

下 一 步 是 在 了 人 2 … 中 找 出 第 一 个 既 不 在 fi W, 又 不 在 I, 内 的 
点 , 设 它 是 7;,， 它 不 是 于 区 间 T.I 的 端点 ， 因 此 ， 可 以 作出 它 的 以 无 理 数 
ез д, 51, І, 都 不 相交 , 并且 与 它们 都 没有 公共 端点 的 邻 域 ， 此 邻 域 
Я I, 表示， 

用 相同 的 方法 继续 作 下 去 , 我 们 便 造 出 不 相交 的 开 区 间 序 列 T,, Г., -: 
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这 些 开 区 闻 之 和 的 余 集 如 就 是 所 求 的 完备 集 . 
因为 集 巨 是 开 集 ( 作 为 开 区 间 Г, 的 和 ) 的 余 集 , 所 以 , ЖЕ ЖИ. МЕ 
ЗНАЯ І, Ну a, ИА, 它 非 空 . 又 因为 起 据 作 法 , ЕЮ 
区 间 万 7 ЗН АН, СЕНА. НИ, ВИЕШНУЕ АДЕЛ 
的 完备 集 ， 
此 外 , 这 个 集 不 含 任何 一 个 有 理 点 (它们 全 部 包含 在 L. T, н), НШ, 
它 只 由 无 理 点 组 成 
最 后 指出 它 是 无 处 稠密 的 : 因为 任何 的 开 区 间 (а, 3) 含有 不 属于 完备 
ЖЕН (ИН). X H-FE A ИЕ, 则 这 就 是 使 五 辫 无 处 稠密 的 充分 
条 件 (参看 206 Ж), 
313， 让 在 ， 用 解 上 题 时 用 过 的 方法 , 便 可 作出 这 样 失 完备 集 ， 
314， 因 为 在 集 E, Е, Е». Е, ЮА t RIS HK Ar r, E F Bhati 
ФА эл FÁ, 
АРИВ, x £ МЕНЕ ИРИ, Пл: E AE JF НИЖЕ, 
Е, … 的 全 部 邻接 区 间 的 和 )， 由 此 也 推出 : ЖЕ, ÉE, E, БЕН 
ан ПА Р рх (АЈ, 
再 证 明 集 五 在 闭 区 间 [0, ]j 上 是 无 处 稠密 的 ， 设 (a, ББ Bj 0,1) F 
的 任意 的 开 区 间 ,， 由 于 五 无 处 稠密 ， 这 个 开 区 间 便 含有 一 个 开 区 加 1, Ех 
ЛЕ Е, қ. ТЖЕ, 对 于 菜 个 no, 有 IC (a, Ёл.) ОЕ (а, Br,) 是 集 
Е, 的 某 个 邻 楼 区 问 )， A Jt (8005 НЕ Е.Е, ***, ËE,,- Fi . "° rH 的 
点 ， 又 因 E, 是 无 处 稠密 的 集 , 则 在 开 区 间 工 中 也 有 一 个 不 含 集 天 ,点 的 子 
开 区 图 《0 于 是 ， J |x. 1] і, і 8 Е Е Е}, Е,, 的 点 ， ВТЕ [х В] Г, 没有 下 
的 点 。 
这 表示 : 任意 的 开 区 间 (a, b) 含有 一 个 其 中 无 五 的 点 的 子 开 区 辣 。 这 
样 , ЖРНН ЕЖА. 
315， 因 为 集 吾 是 开 集 (一 切 开 贺 ЮЖ, 便 得 出 集 五 是 用 集 的 
结论 ， 
要 证 明 这 个 集 在 平面 上 的 无 处 称 密 性 , 应 当 注 意 : НАТ Жо 
有 一 个 为 其 内 点 的 有 理 点 (参看 193 8), e E M,. Е M, BJ, ЕР 
中 的 邻 域 7。 且 要 它 的 半径 小 于 号 、 此 时 , 这 个 邻 域 完全 不 含 集 刀 的 点 。 这 
样 一 来 ,平面 上 任意 的 开 圆 了 中 ,含有 一 个 没有 集 五 的 点 的 较 小 的 贺 ， 这 网 
是 说 , ЖЕЛЕ ЕЖА, 
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316， 我 们 把 中 心 那个 被 去 掉 的 开 的 正方 形 叫做 一 秩 开 正方 形 ， 而 把 在 
平面 上 去 掉 中 间 那 个 开 正 方形 后 剩 下 的 8 个 闲 正方 形 叫做 一 秩 闲 正方 形 (图 
33, (6) )， 类 似 地 定义 二 秩 闲 正方 形 (它们 其 8: 个 ,每 一 个 的 边 长 是 去 参看 


图 33, (5)) 和 二 秩 开 正方 形 ( 它 们 共 8 个 ， 其 边 长 是 =). 
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图 33 
容易 看 出 , 用 这 种 方法 可 以 定义 一 切 秩 的 开 正 方形 和 闭 正 方形 . 


令 P, АН ЕУ, 显然 有 a= [] P,， 因 为 每 一 个 集 


P, 是 闭 的 , 则 它们 之 交 ( 即 集 А) И, Е] Я, 

为 了 证 明 4 是 无 处 稠密 的 , 我 们 考察 任意 的 开 贺 J. 这 个 图 或 者 完全 不 
含 集 4 的 点 , 或 者 至 少 含有 这 个 集 的 一 点 到， 我 们 要 证 明 : 在 后 一 种 情 沈 
下 圆 7 内 有 一 个 完全 不 含 集 4 的 点 的 较 小 的 圆 ， 为 了 断定 这 一 点 , 我 们 找 出 
п ЕУ К, 它 含有 M 点 ,并 且 它 的 对 角 线 之 长 小 于 由 点 M 到 加 
J 的 边界 的 距离 (Я НЕ У В ЕЛЕ Жи А РЕ ЯН Шт 
的 , 所 议 这 件 事 是 可 以 笋 到 的 )， 这 个 正方 形 完全 在 圆 J 之 内 (图 34), 那 末 ， 
在 正方 形 K, 中 心 的 第 % 十 1 秩 开 正方 形 (也 在 图 J 之 内 ) ет A BJ м. 
在 这 个 开 正 方形 内 作出 内 切 圆 o, 该 图 "在 图 了 内 ,县 不 含 4 中 之 点 ， 于 征 ， 
4 是 平面 上 的 无 处 稠密 集 . 

用 类 似 的 方法 证 明 4 无 孤立 点 : 设 M. CA, fE М. 的 任意 邻 域 也, 再 作 一 
个 包含 M. 且 完 全 包含 于 J 中 的 闭 正 方形 K,.,(BI 35)。 那 末 , 这 个 正方 形 的 
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因为 4 是 闭 的 , НА 69037, MU A 8 A y # Ж. 

现 说 明 集 4 的 算术 结构 ， 第 一 步 , 我 们 从 最 初 的 正方 形 中 除去 这 样 一 些 
点 М (z, 力 ， 它 的 横 坐 标 和 维 坐 标的 小 数 后 第 一 位 上 一 定 含 1 СЕ Я = 
位 小 数 时 )， 第 二 步 , 我 们 除去 这 样 的 一 些 点 ， 它 的 横 坐 标 ， 纵 坐标 的 小 数 后 
第 二 位 上 一 定 为 1, 等 等 . 这 样 一 来 , 集 4 中 就 是 这 样 的 一 切 点 M (z, у): 其 横 
坐标 和 纵 坐 标 可 以 表 成 这 样 的 三 进位 小 数 : X==0, qaa, s. g= 0. 68,6b,…， 
且 对 于 任何 的 ,等 式 a, =b,=1 都 不 成 立 ， 这 样 ， И О, М, (0.212121--, 
0.121212..:)€A, M,(0.202020..., 0.202020...)€A, M,(C.1000..., 0.1111...) 
СА {在 这 种 情况 下 ,虽然 4 = 0,=1, 但 此 点 纵 坐 标 可 改写 成 0.02222…， 从 
而 М.ЄА), 5—51, М,(0.1010-., 0.1021…)6E4( 在 第 一 步 就 已 经 除去 
这 一 点 , 它 是 包含 在 一 秩 开 正方 形 之 中 的 )，。 

317. 证 明 类 似 于 316 题 。 集 五 的 算术 结构 是 这 样 的 : 集 B 由 基本 正方 
形 中 的 一 切 那样 的 扣 M (z, 幼 组 成 ， 不 论 是 横 坐 标 zx， 或 是 纵 坐 标 y, 在 它们 
的 三 进位 表示 式 中 , 可 以 表示 成 不 含 1 的 三 进位 小 数 . 

318， 类 似 地 进行 研究 ， 集 五 的 算术 结构 如 下 : E 由 最 初 给 出 的 正方 形 
中 一 切 这 种 点 М(х у) 组 成 : 它 的 横 坐 标 是 任意 的 (050, 而 纵 坐 标 可 
以 写成 在 共 三 进位 表示 式 中 不 含 1 的 数 ， 

319. А=410,11Ж[0, 1JyNCDXCDy, 其 中 CD 是 康 托 集 DD 对 整个 闭 
区 间 [0, 1 的 余 集 ; 

B= DX D; 
E= [0,1]>x D. 


Ф 这 里 以 及 后 面 点 Mi, М. Мз, M. 的 坐标 都 用 三 进位 小 数 给 出 ， 
17] ° 


жи ЖЕ 


320. ## Oz 是 平面 上 的 零 - 集 ， 而 零 - 集 的 一 切 子 集 也 是 堆 ~ 集 ， 但 一 切 
稚 - 集 是 可 测 的 ， 因 而 ， 数 轴 上 一 切 子 集 在 平面 Ozg 上 可 测 且 它 的 面 测度 党 
于 零 . 

341， 康 托 完 备 集 忆 的 线 测度 为 短 , 因而 , 它 的 每 一 个 子 集 的 线 测度 也 为 
零 ， 所 以 是 可 测 的 ， 康 托 集 的 一 切 子 集 之 族 具有 超 连 续 统 .之 势 2 да 
为 也 = c， 即 是 说 , 数 直线 上 一 切 可 测 集 之 集 族 的 势 大 于 或 等 于 28 % > 2°, 

另 一 方面 , НЕ 13 Z RIK Bi E 2. WB 2 n 2 L жи 
成 的 集 族 的 一 部 分 , Ж, 9 2°, 
比较 这 两 个 不 尝 却 得 : 
=2.. 

322， 可 取 199 题 中 作出 的 完备 集 作为 一 个 例子 ; 这 里 仅 需 取 数 0.1 作 
ЖА. ЖЖ, 被 挖 去 的 开 区 问 的 长 度 之 和 等 于 4=0.1， 即 是 说 ， 剩 下 完备 集 
的 测度 等 于 1 一 0.1 一 0.9. 

323， 参 看 199 题 (这 里 仅 需 取 正 数 1 一 4 作为 A). 

324， 不 能 ， 测 度 为 零 的 开 集 CE 是 这 种 集 召 的 余 集 (对 整个 闭 区 间 
0, 17 8) 而 测度 为 零 的 开 集 是 空 集 (如 果 СЕ 含有 一 点 М, 那 未 , 可 以 找 
到 含 在 СЕ НИЛУ (Мо; L СЕТИ (Мо) >0). УСЕ 是 空 集 ， 
所 以 .五 充满 整个 闭 区 闻 , 9 ЖИ: Е ЧЕЙ hq 0, 1 БЖЖ Е. 


РИА РЕ 
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图 36 
° 172. 


325. 如 同 在 199 题 中 构造 完备 集 的 例子 一 样 构造 立 种 例子 ， 任 意 给 一 
其 项 为 递 短 的 正 项 级 数 qi 十 a 十 9; 十 …, 使 其 和 等 于 1- a， 现在 在 单位 正方 
形 [0, 1] Ж [90,1] 中 51 两 条 重 直 直线 和 两 条 平行 直线 , 使 玻 这 些 直线 截 去 的 十 
字形 的 面积 等 于 ai， 且 去 掉 这 个 十 字形 后 余下 的 四 个 和 外形 是 闭 正 方形 (图 
36，(@))， 称 这 些 闭 正方 形 为 第 一 秩 正 方形 ; НР, Oh: ( P, ВНЖ). Е 
四 个 第 一 秩 正方 形 的 每 一 个 中 ， 引 两 条 垂直 和 两 条 平行 的 直线 , 被 这 些 直线 


截 下 来 的 每 个 十 字形 的 面积 竺 于, 且 在 第 一 秩 正方 形 的 每 一 个 中 去 掉 十 字 


形 后 余下 四 个 闭 正方 形 ， 称 这 些 余下 的 正方 形 为 第 二 宗正 方形 , 它们 的 和 用 
P, лз 二 秩 正 方形 的 个 数 等 于 42 (参看 图 36, (3))， 一 般 地 , ЕЕ 
РЕЛЕ (个 数 等 于 40), ДЖ, 后 一 秩 正 方形 可 以 这 样 作出 ， 在 秩 正 方形 
的 每 一 个 中 ， 引 两 条 重 直 和 两 条 平行 的 直线 , 使 被 这 些 直线 截 下 的 十 字形 的 


面积 学 于 а ‚ВХ РЕИНА F B3 8 25 B] E J; ОИЕ 


秩 正 方形 ,其 和 表 为 Peri; 所 有 十 1 #IEJ; ЕЛ СЕТ 42+1), 

如 林 取 一 切 Pi 之 交 , 那 末 ,我 们 就 得 到 一 个 测度 为 a 的 完备 集 ， 最 后 ， 
一 切 锌 去 掉 的 十 字形 之 和 是 这 个 集 之 余 集 ; 而 且 , 一 切 被 去 掉 的 士 字 形 组 成 
之 集 的 测度 等 于 1 一 a: 


a LA 4 + | 4: ие 


=G агата... =1- 8. 
于 号 ， 被 作出 的 完备 集 的 余 集 的 测度 为 1 一 a; 盈 意 味 着 完备 集 本 身 的 测度 
为 a. 
326， 余 集 的 测度 等 子 一 切 被 去 掉 的 所 有 各 秩 正 方形 的 面积 之 和 , Вр 


l 1 1 т ] 
ПОР ВоВ Рае" 8 + Норт 8 =1,. 


Жі, т.л = 0. 
327， 余 集 的 测度 党 于 所 有 被 去 掉 的 《十 字形 ?的 面积 之 和 , BI 


Э 


5.5 5, Е 
о Аа 1, 


因而 , m B = 0. 
328. АИИС Я BI 
о 173 • 


Li Га ое ста М. ео изба пи с mc Рена TEL ru me и баны, —- - 二- -1 Eu DLL dm 是 


] ] ‚ ] | 1 и 
тСЕ = +827 a РН 
因而 , m E == 0. 
329. ЖЕЕ БНА, 四 上 ， 考 察 定义 在 Га, bJ 上 的 下 面 的 函数 
(г): 


[(2)=т(а, 2) П.Е) 
显然 . f(a) =0, 705) =mE= p B. f(z) 是 单调 增 的 (不 一 定 严 格 增 )。 我 们 证 
НН Ж f(z) 在 闭 区 间 [a, 妇 于 的 一 切 点 处 连续 ， 设 аа, bi, ЯЖ, 
(2+) — (а) =т(Га. z+ ПЕ) —т(а, х) ПЕ) 
= т (Га, НГ Е)\ (Га, х] ПЕ)} 
= т (2,200) ПЕ} <m(z,z+ h] = Р. 
当天 一 0 时 , (2А) — f(z> ШЕТ 0, Вр f(z) Е z 处 右 连 续 (因为 有 >0). 
НЕ НЯ f(z) 在 点 zx 处 左 连续 ， 所 以 ，f(7) 在 闭 区 间 的 所 有 点 处 连续 . 
在 闭 区 间 [a, 81 上 连续 的 也 数 取 一 切中 间 丛 ， 竺 别 ， 可 以 找到 这 样 的 点 
£, GQ 二 E<b, 使 f(5)=9( 因 为 , f (0) <q<f(b)). (0) =т(а, ПЕ). 
因而 , 含 于 恕 中 的 集 [a, é] E 其 测度 恰好 等 于 q. 
330。 如 果 吾 是 直线 上 的 有 界 集 , 那 末 , 从 上 题 的 解 中 已 得 到 证 明 ， 如 采 
是 直线 上 的 无 界 集 , 那 末 , 证明 如 下 : 用 E, ЖЖ 
Е, =Е(\[—п,п]. 


НА АСЕ СЕС CE C, Н, |] Е,=Е. Sü3k,mE-=limmE,, Bl 
. n f > 0 


limmË, = p. 因 按 条 件 0<р, ШУИ ЯХ л, (Е тЕ,,2>0. 16 
mB,, =т(Н. 7229). 

жЕ, НЯНЯ г. 根据 上 题 的 结果 ， 可 以 在 其 中 找到 这 样 的 
可 测 子 集 A, 它 的 测度 等 于 q, 而 且 , АСЕ, E, C E, Чт, АСЕ. 

所 以 , 如 果 召 即使 是 无 界 的 , 它 的 测度 等 于 p, 我 们 也 可 以 找到 集 互 的 有 
ЯТ А, 使 mA=q, ЕН <р 成 立 . 

331. V;mE=p>0, q 是 给 定 的 小 于 2 的 正 数 . 用 4 рас ZM £ 
一 数 ， 根 据 上 题 的 结果 ， 存 在 集 百 的 有 界 可 测 子 集 4， 使 mA=q. W АС 
[a, b]. 

按 可 浏 集 的 性 质 ， 对 任意 =>0, 可 以 找到 和 4 的 闭 子 集 ， 使 该 子 集 后 测度 
大 于 m4 一 e， 转 别 能 找到 这 样 的 困 子 集 B, ë mB>q. 

. 174 ° 
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最 后 ， 像 329 题 那 样 ， 在 闭 区 间 [a，5j 上 可 以 找到 这 样 一 点 6， 使 
т (Га. ППВ) =q Qn та, @1 СВ) =0, т([а, 6] \В)>4). 

Га 6 三 互 为 二 闭 集 之 交 , 故 是 闭 集 ， 并 用 C 表 示 之 ， 

С = [а, ПВ, mC = q. 
在 直线 上 的 任何 于 集 可 以 表 为 一 可 数 集 六 和 一 完备 集 忆 的 和 集 : о 
C=DUN. 

因为 , ТЖ МОМ ЕР. ЖЖ, mD 二 mC 二 q， 所 以 ,了 是 具 已 知 测度 为 
q 的 完备 集 , 且 含 于 最 初 的 集 五 中 (因为 , DCC, ССВ, ВСА, АСР). 

332. 5 тЕ- р, р>0. 根据 上 一 题 , 在 集 吾 中 可 以 技 到 一 完备 子 集 D. 


具有 小 于 了 的 任意 给 定 的 测度 , 例如 , 测度 为 孝 ， 而 正 测 麻 完 备 ED 是 非 空 


的 ， 因 而 , 它 的 势 等 于 连续 势 ， 因 为 , ЕОР, Ж, 之 6， 从 另 一 方面 ,如 是 
数 直线 的 子 集 , 而 数 直线 为 连续 势 , 所 以 ，B<e. 

比较 这 两 个 不 等 式 得 : =c， 所 以 ， 直线 上 任意 具 正 测度 的 可 测 集 有 
连续 势 

333， 设 是 有 界 平面 集 ， 我 们 证 明 如 下 : WE Cz 轴 上 的 投影 为 线 


Et [а 5. ЖЖ Е. Е. ЕЯ у 了 
z 的 起 直线 从 集 吾 了 切割 下 来 的 那 部 
分 (ЛЕ ТЕН: В 部分) (图 
37)， 记 f(z)=mE,, Ж, f(a)=Q0, Ч 


f(b) =p. ВЕ, f(z) 是 [a, b] L 
АЗЕ БЕРИ. и, ТЕГ, В] 上 可 以 找 


| 
| | 
| i | 
| і | 
| 1] | 
А ПИ 
a I b 


到 这 样 的 点 £, 使 706) =, 因为 , Ја) О 
<ч<1(5). Ж, БЕ Е ж BJ Ж: 图 37 
E.C E А т = q. 

АЖ E S JG 97 пу ЈЕ, ШЕ НЯ Ала] 330 题 . 

334， 证 明 如 同 解 331 Я — ВСН, ЕА O CI, Н 333 题 的 结 
Я). 

335. у mE= оо, 为 了 确定 起 见 ， ЧАИ ЯЕЕ НЕХ ГЦ 


№. 记 E,== E [ 1—7, п). B] 为 ， Е. C E.CE,C СЕС ++: R. || P, = Е, ЗВ 
Ж, ит = т, ВВ limmE, = + оо. 因而 ， 可 以 找到 这 样 的 na, т, 4. 
й >= fi 9% 


75 s 


设 mE, = p> q R. НЯ Е, еж, ЯЖ, mE,, 是 有 限 的 )， 

其 次 , 利用 解 331 题 的 方法 , 可 以 证 明 , 能 找到 一 测度 为 & u T. FE... 中 
的 完备 集 D. BI E,,— E, МА, DC E. 

336. ЖЕ. WH JR E E SUV хо, ЛЖ, и НЯ: ВЕТ (т) ВЕ 
Еф. ЖАУ (zo 的 测度 是 正 的 (在 线 测度 的 情况 下 ， 这 个 正 数 是 开 区 间 的 
上 长度 ; 在 看 测度 情况 下 是 圆 的 面积 ), 所 以 , тоту (z,) > 0. 

337， 不 能 .如 时 说 闭 集 召 的 测度 等 于 b- aG 8, Ec. ta, 0], EZ (a, 
5]), ЯЖ, 差 [6,b]\B 一 定 含 内 点 且 测 度 为 零 , 而 这 是 不 可 能 的 (参看 上 一 题 
ВУЖ). 


338. > [|] Е, 可 以 有 无 穷 测度 , 不 为 零 的 有 限 测 度 , 零 测度 ， 例 ， 
a) 如 я: Е,=| 一 元 +оо) ВВ, П Е = (0, + ©); 

6) и: Е, =[-1, 0] )[м, 十 co), 那 末 (| E.=[— 1,03; 

в) Е, [м, 十 co), 那 末 ЦЕ, =. 

339. жж [] E, 可 以 有 有 限 的 或 无 限 的 测度 ， 例 ; 

a) АЦ H. Е,=| 0 1 一 元 ) 那 末 U Е „= (0, 1); 

6) МЕ, = 10, п], ЖЖ (ЈЕ, = 10, +o). 


340. ЖЕ, & [0,1] ЕЛИ ЕЖЕ. 

FE, 表 二 进位 无 尽 小 数 第 二 位 和 第 四 位 上 为 零 的 那些 点 组 成 之 集 ; Е, в 

位 无 尽 小 数 第 二 , 第 四 和 第 六 位 上 为 零 的 那些 点 组 成 之 集 , 等 等 ， 显 然 , E, 
] 


下 下 下; 二 Н. mE ==; 对 任意 的 k ЖЕ — 0) E, Z: 
E= [|] Е. 
К =1 


因而 ， 
. . 1 
тЕ = тать = mar = 0. 
341. DNA 可 以 作为 这 种 集 的 例子 , k BE D S AC E, 而 4 是 它 的 余 区 
间 全 部 右 端 点 组 成 之 集 ( 仿 点 零 )， 因 为 六 4CD， 那 末 , m(D\4) =0， 半 
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闲 区 间 (0，1 和 集 DA4 之 间 相 似 性 可 通过 下 面 的 方法 确定 : 将 每 一 品 
XE(0, 1 表 为 二 进位 无 尽 小 数 %==0. qazqs…, IË z 同 点 g8DNA 对 应 , 而 的 
三 进位 无 尽 小 数 的 展 式 为 0. Ь,6,6,..:, 这 里 , b = 2а.. 

342. 在 线段 上 具 给 定 正 测度 的 完备 无 处 向 密 集 可 作为 这 种 集 的 例子 ; 
而 这 种 具 给 定 测度 的 完备 无 处 稠密 集 在 323 题 的 解答 中 乙 经 作出 来 了 了 . 


со 


343， 能 ， 例 , 集 = (ео), Пета, 


K=1 

344， 设 石 是 直线 上 测度 为 零 的 闭 华 .， 我 们 证 明 它 在 直线 上 无 处 称 帘 ， 

ГЕН, ЖАН АЈ НТ СЩ, mE2:mI>0). jx z 
€I, xo， 那 末 ( 因 为 五 是 闭 的 , 那 未 ，CB 是 天 的 ) 可 以 找到 点 z, 的 一 邻 域 
V (z) 不 含 集 下 中 的 点 , 交 了 NV (z a) 是 含 二 了 中 而 完全 不 含 集 五 中 的 点 的 开 
区 间 ， 因 为 了 是 直线 上 的 任意 开 区 间 , 这 就 证 明了 在 直线 上 无 处 稠密 . 

对 于 平面 以 及 三 维 空间 的 证 明 也 类 似 ，, 

345. ЖАНЖАЛ, 其 测度 不 一 定 为 等 ， 例 : 设 五 是 L0, 1]: 
有 理 数 集 ， 那 来 , тЕ-=0, тЕ-=1. 

346. 测度 为 零 的 无 处 稠密 集 的 闭 包 , НИЕ. 1 F ZÉ 
[0, 1 了 上 上 具 正 测度 的 完备 无 处 稠密 集 ( 参 看 ， 例 如 ，323 288), W E ХТУ & 
集 的 第 一 类 点 组 成 的 集 ( 即 五 是 余 区 国人 全 部 端点 组 成 的 集 )。， 那 来 , E / aT 2 
的 无 处 稠密 集 , mE 二 0， 同 时, ЕЕ HB. тЕ=тЕ>0. 

347. Ш ЕЕ, ДЕЯ ДЕЯ. Ид ЕНЕ — 
点 ， 那 末 , 一 切 可 能 的 形 如 p(xo z) (СЕ) 的 数 是 连续 统 ; 因而 , 并 非 金 部 这 
样 的 数 都 是 有 理 数 ， 换 各 话说 , 可 以 找到 这 样 的 点 z€, р (то z) 是 无 理 数 ， 

348. ЖЕЖ a, 6] ЕВА, Ні тЕ=и>0, 将 开 区 闻 (0,， 1) E BJ 
全 部 有 理 数 纺 写 : 

Yi Та, Тр, *** 
НЕ, ЖЕ 215 г, 而 得 到 的 集 ( 即 E, 是 一 切 形 如 2Z 十 着 的 总 组 成 的 集 ， 
这 里 ТЕН, СЕ). ЕЖЕ ЖАНА На, 5 十 1 上 的 某 一 
Ж Н. ГЛЕН Е, РНЕ, Г, ЖЕ Ж 
E, 两 两 不 相交 , 那 末 , 有 
тНн=тЕ, -тЕ, +. --тЕ, ~. 
=H — u. Tu. = + °, 
这 是 不 可 能 的 , 因为 НС [а, b+ 11, 即 тА<0--1-а. 
о ]?77 ° 


所 以 , ЕЖЕ, ЕКА ЖЕ МЕС), бА іх 6 
Е. СЕ». ЭЖ, с=т, £= 4 r (K СЕ, ЧЕ); В, х-т,=у-т, Hi 
此 , |z—w]= |r;— r, 750, ЕП p(x,9) 是 有 理 数 . 

这 样 一 来 , 我 们 证 明了 至 少 存 在 两 个 不 同 的 点 z€ E, ЕЕ, 它们 之 间 的 距 
离 是 有 理 数 . 

349， 如 果 五 是 数 轴 上 的 具 正 测度 无 界 集 , 那 末 , 它 含 有 一 有 界 子 集 F., 
其 测度 也 是 正 的 (参看 330 WN). 根据 上 一 题 的 结果 可 以 断定 , 存在 这 样 的 点 
ЕР, y€E (250), fE р(х. у) жа. ШЕСЕ; 因而, 点 z 和 3 属于 集 
,它们 之 间 的 距离 是 有 理 数 . 

350， 对 每 个 自然 数 %， 作 这 样 的 闭 集 了 ,和 开 集 G,， 使 FCETG，， 


тСЕ\Р,) < 一 .mm(GANB) < 一 ， 同 时 ， 不 失 — Wk, ЯТА 0, F... F, 


G. CG, (如 果 不 是 这 样 ， З, 可 以 用 U Е, 代 Fa). П G, 代 (+1). 
现在 考察 集 序 
| Е\Р,, Е\Р,, -.., Е\Р,, + 
显然 , МЕЖ n 8: ЕР, РЕ\Р, +в от (Е\Р,) =m { [|] GN): 


因而 , m{ [] (Е\Р,)}=0. 而 [| СЕР Е U F, (这 是 由 对 侦 原理 得 


HD), 所 以 , m (BE\ | J F.) = 0. 


因此 , ж A= (ЈЕ, ЗР, 型 集 , AT E ФЕ m(ENA) = 0. 
类 似 可 以 证 明 , 一 切 C, 之 交 是 要 求 的 G, 型 集 ( 如 果 B= [| G,, жж, 


ВЕ, Н m(BNE) = 0). 
351， 此 集 是 完备 的 , 无 处 稠密 的 (参看 ， 例 如, 199—201 题 )， 余 集 的 测 
度 等 于 邻接 区 间 的 长 度 之 和 : 


пСЕ- у ое" + tl 


因而 , 所 给 集 的 测度 等 于 零 . 

352， 此 集 是 在 上 一 题 中 研究 过 的 集 的 余 集 ; 所 以 它 是 开 的 , 在 ГО, 1] 上 
处 处 稠密 ; 它 的 测度 等 于 1. 
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353， 此 集 在 [n m+ 1] 上 的 那 部 分 的 测度 为 零 ， 对 任 :六 的 整数 成 立 ( 当 
1 一 0 的 情形 , 已 在 351 题 中 证 明了 ; 对 其 他 整数 n, ПЕНН НЫ). 
整个 所 给 的 集 是 这 些 部 分 的 和 : 


Е= |) {ЕП п--17). 


因为 , I: — BB 2 BJ Л АВ ГА, ДЖ, ЛЖ ЕЮ B £ Р. 

354. НА, & [0.1] hk; RE BE Л NIB BL S E k BJ — JJ) É В ВУ SE. 
A, 的 测度 等 于 1 (参看 352 题 ); 这 个 集 在 [0，1] 中 稠密 ， 集 A, 可 以 这 样 但 
出 : 如 果 将 可 以 用 两 种 不 同 的 方法 展开 , 在 这 些 无 尽 展 式 中 有 数字 天 的 那些 
点 加 到 十 进位 展 式 中 不 可 能 没有 数字 大 К В) ЕН НУ +. 这样 一 来 ,45 
是 一 个 开 集 与 一 个 可 数 集 的 和 集 ; Ми, А, Г. 型 集 . 

要 求 的 集 瑟 是 一 切 A, (Е=1, 2, …，9) 的 交 ， 因 而 ， 这 个 集 是 天 v 型 的 
(参看 179 题 )， 为 了 求 得 吾 的 测度 , 首先 求 它 关 于 [0, ПЖ: 


cE=0( {| А) = U СА, 
k k 


mC A= 0, 对 任意 大成 立 ， 因 而, m( [] СА,) =0, BD mCE=0， 即 是 说 ， 
тЁ=1. 
因为 集 的 测度 等 于 [0, 1] 的 测度 , 那 末 , Д E DES E: НЕ. 
355， 这 是 个 无 处 稠密 完备 集 , 它 的 测度 等 于 0.99. 
356. —HEJJF PX lB] BJ # 8 E НА. 
1 1 1 2 1 1，1 2 1 7, 1N 
(-55 9+5)5(3-55 5+5) 95-55 9 - 26) 
зг 
9 20’ 20/ 
它 的 测度 等 于 4 (6+3. )=45- 
357， 佑 计 全 部 开 区 加 w Бо 之 和 的 测度 ， 它 们 之 和 的 测度 不 超过 它 
们 长 度 的 和 ; 所 以 ， 


nt UU оо + 
; ; : 


s 


1 | 
= > (6; —а,). 
$ 


° 179 ° 


ЖП 之 (D —@,) ж 五 的 余 集 的 测度 ; х ж, У '(Ь,-а) =1—0.6=0,4, 
Те, 
m[( [| J мо U ( о01<о0.2. 


яж ( (и? ИС ЕАО, BLUE ARS EB EW 
АЖ Е. 

358. fE От 轴 的 线段 [0, 17 E, 作 一 个 仅 由 无 理 点 组 成 而 测度 为 之 0 的 
完备 集 忆 (参看 312 题 )， 在 Оу 轴 的 线段 [0, 1] 上 也 作 一 个 这 样 的 集 Е,. 

现在 要 求 的 集 召 可 以 作出 : 只 要 取 平面 Оху 上 这 样 一 些 点 M (z, ,使 
r€ E, УСЁу. 

容易 证 明 ， 集 已 是 无 处 稠密 完备 集 ， 且 它 的 面 测度 等 于 at (М 325 题 比 
较 ). x 

359， 作 这 8 № Ж ВС ГО, 1], Ë xf #: ü W JF м (a,b) 10,176 
m{(a, b) (| В}>0, т{ (а, b) ПСВ} >0 是 可 能 的 . 现 给 出 构造 这 种 集 的 一 例 ， 

设 ур >> ВЕЕР, НА > y 收敛 , 和 数 小 


£=1 
于 1， 此 外 , 设 min I> >n ЕВЕ РАНО EQ TE: НЯ. 
0 记 闭 区 间 [0, ПЕ лу 而 使 一 切 邻 接 区 闻 长 度 都 小 于 71 的 无 处 
稠密 完备 集 为 А.. 

НК, ЖА, 的 每 一 个 邻接 区 间 (c，P) 中 测度 等 于 (6 一 c)y， 而 在 
(с.В) 上 的 一 切 邻 接 区 间 的 长 度 过 7s 的 完备 集 ， 一 切 这 样 的 完备 集 之 和 表 
为 4; Š; 显然 , тА, = р.тСА, < у (1х8 КД), 符号 C 均 表 对 整个 线段 [0, 1] 
B9 2 E). 

НА U A, 是 无 处 稠密 完备 集 , В 0<m(A, UU A.) < il y: 它 的 一 切 
邻接 区 间 的 长 度 <<7z( 参 看 314 题 ). 


1 
现 设 集 41,…, 4 已 作出 , п. |] А; 是 完备 集 ; 下 作 集 4,14， 为 此 , as 
U 


t 


ХФ Зай А] Са, bli FEL ВКо Б) уз ЖЖ S ЖЕ KS Рио, 
b uy (а, b) 中 的 意思 ， 
@ 这 里 仍然 要 求 A, 是 无 处 稠密 完备 集 ，( 译 者 注 ) о 
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U 4 的 每 一 个 邻接 区 间 (c, В) 中 测度 等 于 (6 一 a] уль 而 在 (a, 8) 上 的 


=] 


РАНЕЕ КЕ ть, ПЕ, БЕ ЖЗИ № Анни № 


R, mA, a= раат С |) АО} инь, 
$=1 
+! я +1 


和 > A, 是 无 处 稠密 完备 集 , 它 的 测度 小 于 У, ВЕБ la] 
Кп. u 

取 一 切 А, 1<i<-+rco 的 和 , 我 们 就 得 到 要 求 的 集 B= U А, 

(ар СТО, 1 是 任意 开 区 间 ; 我 们 证 明 ті (а, b) лв} >0, mi (а, b) [| 
CB)>0. 为 此 , ЗП п, Е n. <". Ж лажа 完 


备 的 , 它 所 有 的 邻接 区 间 的 长 度 都 小 于 п. 所 以 在 开 区 间 (a b)ih, 至少 可 
Cy u puna Y 记 这 个 邻接 区 则 为 I 那 术 ， IC A= 2, 
(0=1, 2, ++, т), ИГО А, r= |I|y a Ü Ü НИ 2 JFPCIHJ ГЕКЕ; 其 次 ， 
„Шла. i Уп+2, т АТП А, < |1. T'n+3 AE Е, 
№, 1:8, ВА, (a,b)ƏI ЕД, (а, 5) 站 BIN А, Ш. 
й, 
т! (а, b) NB} mIN А, 11: vy 11>0 


现 为 了 证 明 m{(a,5) 站 0B}>0, 记 住 B= U А, 这 里 4; 是 两 两 不 相 
t= 
交 的 ， 所 以 ， 
INB= |] unay, 8. 
i =1 


1. 十 | 了 | ?n+ 十 | 了 7| анз" 


со 


<. ХД. 


¿= 1 
BID, тиву. 00778) U (I 站 CB) =I ВАШ, mir B+ 
m{17 ,CB} = 11|. НМ, т ПСВ) >20. BIC (а, 0), ЯЖ, 更 有 
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пи (а, b) СВР. 
这 样 一 来 , 我 们 证 明了 所 作出 的 集 互 满足 全 部 要 求 的 条 件 ， 
300， 可 能 ， 我 们 引出 一 相应 的 例子 ， 对 每 个 自然 数 ”% 在 线段 [a. b: 


作 一 无 处 稠密 完备 ЖЕ, Е тЕ,-6-а——. ЗЕЕ [| Е, 的 测度 为 


n=1 
5 一 a， 为 此 ， 作 辅助 的 递增 完备 集 序列 А СА CA, C: ИН 
A,= Ë, A, = EUE,, А. = ОЕ О E,, `”, 
А.= Е, EU ЈЕ, ° 
显然 , 对 任意 n 有 : 0-а 2 <тА,<—а (因为 А.2Е,, ЖЖ, тА, 
тЕ,). 因而 ，limmA。 =. 而 因 序列 4 递增 ДЖ m( Ü A.) 


7 


361. Ж: 8) Га, 6} 上 可 以 作出 可 数 个 两 两 不 相交 的 完备 的 无 处 稠密 
集 , 其 和 的 测度 为 5 一 a. 人 11 上 3 引出 相应 的 构造 .， 


首先 , 在 线段 0, 1J 上 作 一 测度 为 -7 的 完备 无 处 稠密 集 E,. 
Нк, 记 集 五 : Фа, ji 中 的 完备 无 处 稠密 集 Е, 


Ел: 的 测度 每 于 开 区 . 间 (Qs ii 长度 的 一 半 ， ЖЖ, т "(U UJ Е, ‚= 792 ' 


сз 


ЖЕ, =Е, 0 | б r. Jaa x 处 稠密 集 ( 参 看 314 题 ), СИЕ 


£ = 1 
3 
+ 
再 次 , la Е, 75 АВЕ М (а. В.) НЕНИЯ Е, |. 
Е.И РАБ Са, с, В. :) КНУ. ЯВ, "(L | E, )-2 
1 = 1 
ЖЕ, =F, Д Uz... ежи mE,=1— 


$= 1 
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继续 这 个 过 程 以 至 无 穷 , 我 们 得 到 下 面 的 可 数 个 两 两 没 有 公共 点 的 完 
ЖАЯ Ж: 
Pu Е, 1, Е, Py, Еу" 
Е,.. Eos, Ess Bes, 
E n Б.з, .... Ey. u 3" 


"(С U FE, ) -到 "( U Е, ‚)- т 3 
% 
"(С U Е, == DE+L y °°. 


因为 , Е. ЖЖ рр МАНЕ, ЯЖ, 这 些 集 的 和 之 测度 等 于 它们 的 测度 之 和 ，, 


所 以 ， 
mpU(L Uz. JU(L U Рен JU U Ü Л, уо =. 


+ +2 +" рве “二 |. 


aW: 上 面 作 出 的 完备 无 处 稠密 集 序 列 E, f P.  (k=1, 2, +; t= 
<) ЗЕ АЈА На НУ — ЫЈ Е. 

362. 存在 ， 作 为 这 种 集 的 例子 ， 可 以 取 [0, 1NE, 这 里 , 五 是 解 上 一 题 
时 作出 的 一 切 集 之 和 ， 

363. м ЏА,=А. НУВ Е, Ћ АОЕ,, ЖУ) Е, mA2>mE, 
Жз. ЭНЕН =>0, ХВЕ k. Е mE,,>1—es Ж, mAZmE,, 
>1-ғ. МЫ, 对 任意 620 有 

1—ze < mA<1. 
因而 , m4 不 可 能 小 于 1, А mA=1. 

364， 这 可 从 365 题 中 的 更 一 般 的 结果 得 出 ， 


365， 按 对 偶 原 理 有 : «Л. )- Јел, 


$=1 


о е) 


і = 


所 以 (а). 1 一 各 || сл.) (1) 


і = 1 


同时 ， 


+u 


све, m. s s. me о -mi FEE S Ji 1 misk ач л" 1" РНИ WELL | = л x= а. i i Pr 


而 "(са ) > > `mCA, ma) а У. mA,. 
š = en 


¿—1 ;—=1 
т п 

又 因 根据 条 什 : тА 2п-1, Жп У mA <. Bü, 
$=1 i=: 1 


"(L U СА. Ja (2) 
¿=1 

"n 
"Í В а) 

i=1 


366， 分 卫 为 二 不 527 Е fi E= (ЕПА) U (E (CA). 第 一 项 ( 集 
ЕПА) ен ИН Ч У АВИА). ЖМЖ ЕПСА) 也 是 可 测 
的 , 那 示 和 集 五 也 是 可 测 的 , ОН] РЕ. т, Ж EC CA 不 可 测 . 


比较 不 等 式 (1) 和 (2) 得 ， 
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第 二 部 分 函数 论 


第 八 章 ”映射 的 一 般 理论 

367， 不 正确 ， 集 /(4) 的 原 像 可 能 含 集 4 之 外 的 点 ， 例 如 ， 如 果 РСЕ) 
=, A=[0,2]JC0r, Ж, f(A)=[0, 41C Oy, Ш f :[f (A)]=[—2,2]C 
Ох. зх, f L f (A) ]= A. | 

一 般 地 , Н/У 1[ f (A)1OA, 而 等 式 并 非 经 常 成 立 , 

368， 等 式 37 :(В) = В ва ЈС) 之 值 集 中 任 证 集 避 都 是 正确 的 . 

369. ®А КАЦ В) = РА) ОКВ; (т) 的 定义 集中 任意 集 二 和 
Вл: 1 НУ. 

и РАГІ В) = (А) 站 1(B) 并 非 恒 正 确 ; ВАННА ЈА В) 
f (4) ПКВ). 


Я: 如果 4=| o a| 5=[|Z, ут) = sina, ЖЖ 
f(A)=[0,11, f(pB) =[—1,1]; 
ranp= (|Z. +z )|-[>. тп =o, n. 


370， 对 任意 映射 fz)( 不 仅 是 一 对 一 的 )， 这 些 等 式 中 的 第 一 个 是 正确 


的 : 
< U 4). U fa. (1) 
为 了 证 明 等 式 
Д Г 4 )- Г СА), (2) 
这 里, 我 们 证 明 两 个 方面 的 包含 式 都 成 立 
9 н 4), 那 末 , 在 集 [|] A 中 可 以 找到 点 zo. E p= fo) 
хо < В А, 表示 对 所 有 的 天 有 26А: 对 所 有 的 万 有 Осо) ЄЈСА,): 即 是 у 
Ë 
РС во р [сао 所以: Д П ЭБ Пло. ве 


明 这 个 包含 式 中 , 我 们 并 没有 利用 映射 у / (7) 是 一 对 一 的 这 个 条 件 ; 因而 ， 
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这 个 包含 式 对 任意 映射 (г) 成 立 . 
6) 现在 证 明 相反 的 包含 式 ， 设 gE [| Гар. ЖЖ, СА), НЕ 


ЖЖ. Я = Ог) 是 一 对 一 的 ， 那 末 存 在 一 点 mm( 旦 仅仅 一 点 ) 
使 f(xo) 二 yo， 即 是 说 , 这 个 点 ze 属于 所 有 的 А,: 2064, ХРЕН) Е л; 


2 [|] Аь. 所以, 70) Д П 4) 即 是 rs/( 4) 所 以 , [| Кр 
k k B Ë 
Д П 4, 
Ë 
现在 合并 a) 和 6) 中 得 到 的 结果 , 我 们 得 到 等 式 (2). 
利用 公式 (1) 和 (2), 对 任意 一 对 一 的 映射 f(z), 容易 证 明 等 式 (3): 


JUlim4o =Вт СА») (3) 
对 此 , 只 要 问 忆 一 下 下 极限 的 定义 就 够 了 : 


Лт А,) =) U Па 一 Un Па 


ВЕНА: 
вА) =limf(A.). (4) 

371， 对 任意 映射 Az)， 等 式 (1) 是 正确 的 ， 如 果 喘 射 f(z) 不 是 一 对 一 
的 , 等 式 (2), (3), (4) 不 再 是 正确 的 . 

372， 等 式 f(RNA)= f(R)Nf (A) 仅仅 对 一 对 一 的 映射 7С) 0) А. л 
果 映 射 不 是 一 对 一 的 ， 那 赤 ， 仅 有 包含 式 成 立 ， fO(RNA)OSf(R)Nf(A). # 
п, и, Л) а, В=(— оо, +оо), А=[0, +оо), ЯЖ, f (RNA)= 
(= оо,0)1 = (0, + ос). й, (ВАО, 但 是 ,这 里 等 式 是 不 
成 立 的 (在 这 时 , f(R)Nf(A)= 5). 

373， 对 任意 映射 fz)( 对 函数 几 z) 的 值 集中 任意 集 4 和 吾 ), 所 给 出 的 
两 个 等 式 都 是 正确 的 ， 

374， 等 式 f (INA) = 三 (NAN 广 !(4) 恒 成 立 ( 对 任意 映射 )， 

375， 所 给 出 的 等 式 恒 成 立 . 
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第 九 章 ” 欧 氏 空间 中 的 连续 锁 数 

316. 设 g= f(z) НИЖЕ Е. 

如 果 函 数 在 有 界 闭 集 石 上 是 连续 的 ， 那 末 它 在 上 是 有 界 的 ， 因 而 ， 
f(B) 是 有 界 集 ， 我 们 证 明 它 是 闭 的 . 

т RR 了 () 的 极限 点 ,如 ,92，…; В 
设 2,2, ,XY 是 五 中 使 f (z,) = 7, 的 点 因为 五 是 不 界 的 集 ， JBE JA PF 
列 和 站 中 可 以 取出 收敛 子 序列 {z。}; ОБ E BD, ВЕ Кас, YB BBB 
+ E. 设 limz。 一 5B， 按 条 件 ,函数 УЖЕ ЕЕ, 特别 , 它 在 点 上 处 
相对 于 集 刀 连续 , 所 以 , f (0) = lim У.) туь ер (这 里 ， 我 们 已 注意 
到 ， 如 果 序 列 y 收 化 于 7， 那 未 它 的 子 序列 加 ik k T п). BUL n= 
fGO.BB ТЕЛЕ). Зная, 集 (可 的 任意 极限 点 属于 这 个 集 , 因而 ; f(E) 
是 闭 的 . x 

377. М: 设 f(z) 一 er， 这 个 函数 是 连续 的 ， 特 别 在 闲 集 ( 一 co, 0] 上 连 
续 ， 但 是 , 这 个 集 的 连续 映 象 集 (0, ПЕЧЕНИ. 0: В f(z)= aretgz, 


E= (оо, +00), f (D =(-=. =). ЖЕНИ, 而 J (UE) 3E ll. 
378， 设 函数 yg 二 f(z) 是 定义 在 闭 集 召 上 的 连续 函数 ЕА, ЯВЖ, 
f(E) 是 闭 的 且 有 界 (参看 376 题 )， 这 是 Р, 型 集 的 特殊 情况 ， 现 设 刀 无 界 ， 


我 们 将 它 表 为 有 界 闭 集 之 和 的 形式 , 例如 ， 用 下 面 的 方法 : p= UJ z, 这 里 ， 
E,=ED[—n, т]. ЯЖ, ЛЮ = J fO) (参看 369 题 和 370 题 )， 而 
f(B,) 对 任意 的 都 是 闭 集 , 因而, f (E) 是 可 数 个 闭 集 之 和 集 , 即 是 说 , fO) 
是 了 Fo 型 集 . 

379. у= f(z) 是 定义 在 开 集 思 上 的 连续 函数 . 因为 , 一 切 开 集 都 是 F。 
型 集 , ЯЖ, E= [|] А, 这 里 , 4, 是 闭 集 ; 所 以 , f GD) -f( U 4 U) A. 
因为 ， 每 个 ЛА Р, 型 集 (参看 上 题 ), ЯВЖ, 诸 集 ГОА) 之 和 也 是 了 型 
集 ， 所 以 , 有 (加) 是 了 Fs 型 集 . 


下 面 说 明 开 集 的 连续 像 集 不 恒 是 开 集 ， 例 : 设 f(z)= sinz, E= (0, 2л). 
那 末 f(E)=[—1,11, 8 f (8) ЖЕР, 
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HE 


380， 设 y= f(z) 是 定义 在 整个 Oz Я ЕКА, T F Оу 轴 上 的 
任意 闭 集 ， 又 设 zz z; … 是 广 !(P) 中 点 组 成 的 收敛 序列 ， 我 们 证 明 , 如 
果 ¿—=limz,, JE СЕР). 
因为 , 国 数 /(z) 在 Oz 上 各 处 连续 , 那 末 , 特别 它 在 点 处 连续 ; 所 以 
三 6) —=limf(z,) —limg,, 
ХН, 7,=Jf(z,), g €F. ВЕ, ЧЕН Оу 上 的 点 ГОРНАЯ z, 的 
А а. ВЧ, РИЈА) СОНА), МИ, Пту.ЄР, ВП У(ОСЕ, и, 


¿€f 1(FP). 

BPA, f (F) 中 任意 收敛 的 点 序列 的 极限 都 属于 f-1(F)， 即 是 说 ， 集 
ТР) жи. 

381. УЖ у= f(z) 在 整个 数 轴 上 连续 , 而 G 是 Оу 轴 上 的 任意 开 集 . 
又 设 z €f -1(G), y = (хо) Са. ТЕ ВУ (10), IE Sr T G 中; 设 这 个 邻 域 是 
(9—8, %%-+=). 由 国 数 和 在 点 ze 处 的 连续 性 , 存在 这 样 的 6>0, 对 一 切 z: z, 
—0<z<z +ó, 国 数 f(z) 之 值 满足 不 等 式 | f(z) 一 J | 过 e， 即 对 一 切 这 样 
ВУЕ 2, 有 f(z)SV (50). Вт, UJ z6(ze 一 0 zo 十 0) 都 在 广 !(G) 中 : 

(20—98, 204-8) C f -1(G). 
这 样 一 来 , 点 z, 的 某 一 邻 域 与 z €f а) 一 起 全 含 在 集 广 !(G) 中 ， 即 是 说 ， 
f-1(G) 是 开 集 . 

382， 这 个 结果 可 以 从 380 和 381 题 ， 以 及 集 之 和 的 原 像 等 于 它们 的 原 
像 之 和 , 而 集 之 交 的 原 像 等 于 原 像 之 交 ( 参 看 375 题 ) 而 得 出 来 . 

383， 可 能 . В: а) f(z) 三 ce， 这 里 有 界 的 单 点 集 {с} 的 原 像 是 整个 数 
9:6) f(z)= sinx, НИХ 181—1, 1 Ох. 

384， 条 件 的 必要 性 在 381 题 中 已 得 到 证 明了 .我 们 证 明 所 给 条 件 对 国 
Ж у= ($) 的 连续 性 也 是 充分 的 . 

БХТ у= f(z), 一 切 开 区 间 ae<y< 的 原 像 都 是 开 集 ， 我 们 证 明 ， 
ВЕСЕ А ло ДЕ, Л, Е Ио = Г (то) ЧЕ (уо — е, g +e), 1 
邻 域 的 原 像 是 某 一 开 集 G, B. 2,60. x 

设 (zo 一 0 zo 十 0) 是 含 于 G 中 的 , 点 zo 的 一 邻 域 . Дж, 对 一 切 z€ (z, — ó, 
2,1-9), В 1(7) 之 值 落 在 预先 给 定 的 点 yo 的 e- 邻 域 中 ; 而 这 即 是 说 , АЖ 
у= f(Z) 在 点 z 处 连续 , 

因为 , x。 是 Oz 轴 上 的 任意 一 点 , 所 以 函数 у= f(z) 对 一 切 z 连续 ， 
，J88，。 
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385. 这 个 问题 可 以 归结 为 上 题 ， 如 果 f-1(g2=b) ЕАУ Н. f (g <a) 
世 是 闭 的 , 那 末 , 广 !(e<9g< 人 是 开 集 ， 为 了 证 明 这 一 上 点， 只 须 注意 ， 开 区 加 
(а, Б) 2 (— co, a]U Lo, 十 0) 的 余 集 ,根据 条 件 ， 这 个 集 的 原 像 古 闭 的 , 因 
而 , 余 集 的 原 像 ( 即 开 区 间 (&, 23) 的 原 像 ) 是 开 的 (参看 374 BH), 

所 以 , 一切 开 区 间 的 原 像 是 开 的 . 那 末 ,很 据 上 题 岁 解 , В g= f( z) 是 
连续 的 . 

386. А у= f(z) 在 数 轴 上 各 处 有 定义 , 且 仅 仅 取 整数 值 ， 并 设 z, 
是 这 个 函数 的 连续 点 且 f(x0) = т 我 们 和 证明, 存在 一 邻 域 了 (zj, ДЕТ (хо) Ф 
一 切 点 都 是 连续 点 ， 


作 点 z, 的 这 样 的 邻 域 了 (zj ， 使 对 一 切 z€V (zo) ао) - < fG)< 


fi) ти) т. НЕ 函 才 仅仅 到 整数 值 ; 即 是 


说 , ЛЕХ АНЯ Сс) н. ВИРА, 在 邻 域 了 (zzo) 中 的 一 切 点 , ВЕ 
数 , 由 此 得 出 , 它 在 所 有 这 些 点 处 都 是 连续 的 . 
所 以 , 如 果 z €, хн E ЖЖ f(z) 的 连续 点 集 ДЖ, 这 点 的 某 一 邻 
域 (2) 也 含 在 吾 中 ; ХИ Е Е. 
387. 类 似 事实 的 证 明 , 可 参看 174 题 的 解 . 
388. эку. 1. 图 数 
aaa № 1520 
0, 24 z == 0 
在 整个 数 轴 上 具有 达 布 性 质 ( 转 别 在 线段 [一 1l，11 上 )}， 但 它 在 点 X=0 处 间 
Hy, 
同时 可 以 证 明 , яп Н Е ТЕД, 那 末 , 它 的 间断 点 只 可 能 是 第 二 
Э ВЛ К. 
389.， 有 定理 成 立 : < ГС) ЕН [4,81 上 县 有 达 布 性 质 且 
对 任意 一 点 yo， 线段 [a, b] 上 一 切 满足 f(z)=go 的 点 Z 组 成 之 集 是 财 的 ， 那 
ЖЗ f(z) 在 [a, 81 上 连续 >， 我 们 证 明 这 个 定理 设 是 线段 La,bl 的 任 
一 内 点 (对 这 个 线段 的 边界 点 ， 证 明 是 类 似 的 ). 且 设 5 是 函数 Сг) 的 间断 
点 。 那 末 , 臣 数 在 这 点 的 振 概 是 正 的 ( 设 @( 六 旨 =c>0)， 而 在 此 情况 下 ， 在 
点 的 任意 邻 域 中 , 函数 A(7) 的 振幅 大 于 或 等 于 ce， (Е Н ГО); 
其 中 可 以 找到 点 x, Ех Yee a 706) 之 差 不 小 于 c、 这 里 有 两 种 可 能 : 
‚ 189 。 
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或 者 Рс) > (6) +e, 那 末 , 由 达 布 性 质 , 在 邻 域 Va. (£) 中 可 以 找到 点 z, 这 时 
бх) = }(6) е; 或 者 f G) < f (Š) —c, ЭЖ, 在 邻 域 V(2E) 中 可 以 找到 点 z, 
这 里 7)= 二 了 (6) 一 ec， 所 以 ， 如 果 上 是 间断 点 ， 函 数 在 这 点 的 振幅 c>0, 3E 
Ж, 在 点 6 的 任意 邻 域 中 可 以 找到 或 者 是 这 种 点 z，z)=FE) с, Е 
IK Rh 2, f(z)= J (ë) —c. 

现在 考察 紧缩 于 点 6 ВЯ V. (2), Ts)，… 在 这 些 邻 域 的 每 一 
个 中 选 出 一 点 Z; 该 点 的 国 数 值 或 者 是 1(6) 十 c, 或 者 是 f (0) — с: 

vitV sc) РС) = f(6) Бе. 

从 这 个 序列 好 让 中 选 出 一 子 序列 好 it 寻 在 它 的 所 有 点 的 函数 f(z) 之 值 相 间 ; 
例如 , 对 一 切 ха, f ai )= (6) + c. ЖЖ, В] я ха 都 在 点 1(6) 十 c 的 原 像 
中 .而 这 个 原 像 显然 非 闲 : 一 切 点 oz 都 在 集 f ЧУ су ОЖ, Ге) 
= }(6) + с), 而 极限 点 上 不 在 这 个 集中 (因为 706) = f (Š) + c) %, 

Еж, ВИН: 如 果 在 点 5 ДБО И, ДВА, (6) не 的 
原 像 为 非 团 集 ， 面 这 与 定理 的 条 件 冲 突 . 因而 ， АЖ f(7) 不 可 能 在 线段 [a， 
站 的 任何 一 点 癌 断 ( 即 函 数 fz) 在 La 65] 上 各 处 连续 )， 

390， 设 72 тз, 7, ть, 是 线段 Га, 5] РЕЯ, ÉE FR 
ВУ РА: 


f(z)= u 当 & —Ть, k= 1, 2, 3, s" 


0, = TT Га ` Tg "° 
这 个 函数 在 每 个 点 7; 处 间 斯 ， 事 实 上 , 在 任何 邻 碟 下 (re 中 ， 可 以 找到 不 属 
于 已 给 可 数 集 (ri) 中 的 点 ， 而 在 这 些 点 的 函数 值 等 于 零 ， 所 以 ，@ fG)> 


二 ,对 点 7 的 任何 邻 域 都 成 立 ， 因 而 , 函数 在 点 т, 的 振幅 也 之 二 ; 即 是 函 
数 在 点 т, 间断 . 

现 设 zo€f7x}， 任 给 e 之 0, 可 以 找到 点 ze 这 样 的 邻 域 ， 读 邻 域 不 含 足 标 
k 小 于 一 的 任何 点 rs (这 样 的 点 仅 有 有 限 个 )， 那 来， 对 一 切 属于 这 个 95 8 
的 点 z， 有 不等式 |f(z)|<e, И | г) (а) |<e， 由 于 se 之 0 的 任意 性 
得 出 , 函数 在 点 x。 连续 
所 以 , 函数 在 一 切 点 r, 间断 且 在 其 余 的 点 连续 


[| 


Ф) С JE КЕ] 4, 的 极限 点 ， 因为 ， 邻 域 V 1, (С) 紧缩 于 点 Š, 而 25,6 0:,(6), 对 
一 切 足 标 ix МГ. | 
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391， 因 为 ,级 数 > _ ,are (z 一 r) 在 整个 数 轴 上 一 至 收敛 ， 那 末 , 它 的 和 


k=1 
在 所 有 函数 gig (7 一 ?4) 都 连续 的 那些 点 连续 ; 因而 ， 级 数 的 和 在 Zi 7X2，… 以 
外 的 一 切 点 连续 , 在 zu zz … 中 的 每 一 点 级 数 的 和 间 才 -. 
392.， 这 可 从 定义 在 全 直线 上 的 任意 沙 数 的 间断 点 集 是 Fo 型 集 得 出 . 
可 数 处 处 稠密 集 五 的 余 集 CB 不 可 能 是 Fo 型 集 (参看 277 题 ). 
393， 例 : у= (z22—1)X(z), 这 里 X(T) 是 迪 里 赫 列 函数 ; 这 样 一 来 ， 
и 当 公 为 有 理 数 ， 
0, 当 z 为 无 理 数 ， 
394. Я: у= X(z)sin zz, 这 里 XX(z) 是 迪 里 赫 列 8 9. 
395、 属 于 康 托 集 的 邻接 区 间 的 一 切 A PR С) Юм. ЖА 
中 的 点 是 间断 点 (因为 ,上 康 托 集中 任 一 点 的 任 一 邻 域 才 有 分 接 区 间 中 的 反 ). 
一 切 这 些 点 都 是 第 二 类 间断 点 . 
396， 例 : z= (2), 这 里 ， 


1 ww р, р EL Нд. 2^ 
fT)= 0, 当 z 不 能 表 为 了 5 时 
1, м 2—00. 


如 同 讨论 390 题 中 例子 一 样 的 方法 讨论 这 个 函数 

397， 所 给 的 函数 在 康 托 集 的 邻接 区 间 的 各 点 连续 ， 在 康 托 集 的 各 点 
间断 ， 

398， 如 果 lime,= 0, 则 函数 在 闲 区 间 [0, 1] 上 的 一 切 点 都 连续 ， 如 果 
lime, Z 0 或 者 序列 Хо) 没有 极限 , 则 这 个 函数 在 康 托 集 的 一 切 点 间断 , 在 邻 
接 区 间 上 连续 

399， 可 以 取 下 面 的 等 式 定义 的 函数 作为 例子 : 

=. а= 1 Gk 20 ВНЖ, 


2), 当 z 是 无 理 数 时 ; 
1， "”4 z=O0 时 . 
可 以 像 390 题 中 的 例子 一 样 讨论 这 个 函数 . 
400. 不 存在 (参看 392 RH). 
401， 例 : 在 398 题 中 ( 当 cs 一 0) 作出 的 国 数 侯 z) 同 迪 里 赫 列 函数 的 乘 
. 191 。 


ЛА АЖ: 
Е(т)= f(z)X(z). 
ЖАЯ 了 F(Z) 在 康 托 集 的 一 切 点 连续 ， 在 线段 [0, 1] 上 不 属于 康 托 集 的 各 
个 点 间断 . 
另外 的 例 ， 迪 里 赫 列 图 数 同 下 面 404 题 中 作出 的 函数 的 乘积 函数 . 
402， 例 : 在 康 托 集 的 各 点 等 于 ЖИ ЕР, 
在 397 题 中 作出 的 图 数 可 以 作为 另外 的 一 例 . 
403， 所 给 的 图 数 , 除了 点 2=0 外 ,在 数 办 上 的 所 有 点 间断 ; 在 X=0 这 
404， 所 给 函数 在 线段 [0, 1] 的 一 切 点 连续 , 
405. жр т) ЕЖА 上 无 界 , 那 末 , 等 式 是 显然 的 , 它 的 两 部 分 都 
等 于 + co. 
当 (т) 在 4 上 有 界 的 情况 下 ， 我 们 证 明 这 个 等 式 . 设 sup/(z)=XM, 
inf f(z )=m. 因为 对 任意 ¿CA, nthA 有 m1(6) < M, М2 f(m) Zm, ДЖ, 
m— M < f (6) — f (m) < M —m, 
即 是 ， 
РСС) – 00) СМ —т=о (т). 
由 此 得 出 ， 
зир |706) —f(n)| < ef(z) (1) 
为 了 证 明 相 反 的 不 等 式 成 证 ， 取 任意 的 =>0, 在 集 4 中 找 这 样 的 两 点 
z, 和 2, 使 
f(x) <mie, f(x,) > M—e. 
JE, 
[fx — fe) |= /fG@.,)— Рб) > М —m—2e, 
因而 , sup| 706) — f(n) | 之 用 一 m 一 2e， 由 于 =>0 的 任意 性 , 因此 得 出 
x sup| 1 (6) —f(m) 12 т, 
即 是 ， | 
sup| 700) —J(n) |Z of(z). (2) 


比较 不 罕 式 (1) 和 (2), 得 到 要 求 的 等 式 . 
406. 因为 对 任意 ССИ 和 СЕ НН ЛЕА: 
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РС РО 12-б) |. 
那 末 对 任意 集 4CB 有 @ (| /(z)|) Соу) (277 405 题 )， 由 此 得 出 


o(|f(z)|, z) So (f(z), zo). 
П НН РЕНН f(z) 在 点 ze 连续, 那 来 , o (J(Y), zo):=0; 而 由 已 证 明 的 
ЖАА оС f(z)|, 20) 一 0， 这 即 是 说 , АЖ | (2) [ЛЕК хо 也 是 连续 的 . 
407. DJ: 在 线段 [0, 1] 的 有 理 点 f(a)=1, 在 这 个 线段 的 无 理 点 f(z) 
二 一 1]， 这 个 英 数 在 线段 [0，1 的 一 切 点 间断 ， 然 而 , 国 数 | A(7)| 三 1 在 各 处 
连续 . 
408， 这 个 图 数 在 所 有 无 理 点 连续 , 在 一 切 有 理 点 间断 ; zn PH 390 Si 
中 的 函数 一 样 讨 论 这 个 了 国 数 ， 
409， 表 五 为 可 数 个 出 集 之 各 的 形式 : 
ЕР UF,UF,U - ЈЕ, U: 
总 可 以 认为 , 这 个 序列 是 增加 的 , 即 F.C F, F.C. (ААН, В, 我 们 
HP,UP, V FP, ВОР. СЕ. К P, SSE, 那 末 , 新 的 财 集 序列 是 增加 的 , 这 些 
集 的 和 也 是 集 E). 
现在 作 下 面 的 溺 数 列 ЛС): 


21 
[0° 


ре м Р, 的 无 理 点 时 ; 


0, ЧЕТЕТЕ, 的 点 时 . 
ЛЕ Е, 的 一 切 点 间断 , 在 СР, 的 一 切 点 连续 (事实 上 , 对 每 个 点 zo 
ССР, РИА ЕВЕ V (10), 使 了 (xzo 含 于 СЕ, 中 ; 在 这 个 邻 域 中 国 数 是 常数 ， 
期 是 说 , 函数 是 连续 的 ). 
现在 容易 作出 要 求 的 函数 ， 可 以 取 由 f,(z) 组 成 的 级 数 之 和 作为 这 个 
国 数 : 


f(7)= > ` f,(z) 


k =1 


这 个 级 数 一 致 收敛 (因为 , 1 — DJE, 615-20). 在 任意 一 点 xotC 有 有 、， 每 


个 函数 f,(z) 都 是 连续 的 : 由 级 数 > Ст) 的 一 致 收敛 性 得 出 函数 ГС) 


k =1 
. 193. 


四 


在 这 点 的 连续 性 ， 
为 了 证 明 f(z) 在 点 EEB 是 间断 的 , 讨论 如 下 : Ш СЕР, € F,-,. BE £ £ 
ХВЕ 方 (ZJ)， 六 7) pp， 万- 人 Z) 的 连续 点 ， 而 为 f ,Cz), f... (z), BJ [B] E 


点 。 同 时 , 函数 ЛС) 在 点 的 振幅 大 于 或 等 于 -55, 其 余 的 函数 在 这 点 的 振 
А2 ор сг. 9 这 样 一 来 ,和 函数 有 (7) 在 点 


5 的 振幅 大 于 或 等 于 Ti 一 rr。 因 而, 函数 f(z) 在 点 上 间断， 


于 是 , 函数 f(z) 在 集 吾 上 一 切 点 间断 , 而 在 CB 上 各 处 连续 , 

410， 例 : (хр 0, fE y Rb E pR (z 是 任意 的 ) 的 那些 点 (z, 2); РС, 
x 在 是 有 理 数 (x 是 任意 的 ) 的 那些 点 (z, g). 

个 国 数 在 任意 点 (2 у) НИЯ, 同时, 如 果 固 定 У, 这 个 国 数 是 常数 (作为 
z аю. 因而 , A z ВВ, 

411. М f(x, gy EFJ ГО ЕХО, 1] 中 两 个 坐标 都 总 无 理 数 的 那 
些 点 连续 ; 它 在 一 个 坐标 是 无 理 数 ， 而 另 一 个 坐标 等 于 零 的 那些 点 也 是 连续 
的 ; 此 外 , 它 在 点 (0, 0) 也 连续 ， 在 所 有 共 余 各 点 国 数 间 断 : 两 个 坐标 都 是 有 
理 数 ( 除 点 (0,0) 外 ) 的 那些 点 处 间断 , 在 一 个 坐标 是 非 堆 的 有 理 数 , па — 
坐标 是 无 理 数 的 那些 点 也 是 间断 的 ， 

我 们 证 明 , 例如 , 函数 f(z,y) 在 点 (也 L ) 的 间断 性 这 里 ,了 >0, 2. 

ОЖ. ХИТ. 在 这 点 的 任意 邻 域 中 可 以 找到 横 坐 后 : 


为 无 理 数 , 纵 坐标 为 -的 点 ; 在 这 样 的 点 的 函数 值 等 于 一 本 企 点 (了 ， п) 


Тр А2, 而 纵 坐 标 为 无 理 数 的 点 ; 在 这 些 点 , ВА 

数 等 于 二 于 是 ,在 点 (也 ， 2 ) 的 任意 邻 域 中 ， 函数 的 振幅 大 于 或 者 等 于 数 

2. 因而 , # 8 ( £, P ) 的 振幅 是 正 的 ， 即 是 说 , 这 个 点 是 间断 点 . 
其 余 各 点 , 讨论 是 类 位 的 . | 


412. 1) 在 开 区 间 (0, 1) 的 一 切 点 ,函数 f(z)= sin 一 是 连续 的 , 且 它 在 


Ф 为 了 证 明 这 点 , 需 利 用 级 数 > ` fr (a) 的 一 致 收敛 性 . 
k 
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这 个 开 区 间 上 不 一 臻 连续; 对 此 ， 取 任 音 e> 0, е<2(МА e=1), ЖТ ó> 0 
如 何 取 法 ， 在 开 区 间 ( 0 А9 5) Бани, Е 


超过 了 e)， 这 即 是 说 , 函数 在 (0, 1) 上 不 是 一 致 连续 的 . 
2) 一 致 连续 ， 我 们 证 明 这 一 点 ， 补 充 定义 所 给 函数 在 点 0 和 1 的 值 : 
设 f(0) =0, f(1)=1. sin 得 到 的 函数 


. 1 、 
Уб) а 当 450, 


0, 当 == 0 
在 财 区 间 50, 1] 上 各 处 连续 ， 因 此 , ЕКИ Bj E — sk 25. 
当 作 为 闭 区 间 [0, 1] 上 一 致 连续 的 函数 f(z), 在 开 区 间 (0,1) 上 是 一 致 连续 


№. 而 在 这 个 开 区 间 上 f(z) 同 函 数 y==zxsin 一 是 一 致 的 . 


z 
3) 一 致 连续 : 对 每 一 个 e>0, 存在 这 样 的 6 一 5, 当 任意 的 Tü z” А 


于 [zw 一 x | 过 6 时 ,有 |f(x) 一 f(x)|<e. 

4) 不 一 致 连续 . 

5) 一 致 连续 . 

413. 设 函数 f(7) 在 有 和 界 集 BCH, 上 一 臻 连续， 小 们 找 这 样 的 数 0> 
0, 对 任意 满足 ри, =’) ЗОВУ СЕ, 2 《BE 使 |f(z) 一 f(xw”)| 过 1 成立， 分 
集 五 为 有 限 个 集 E,, 使 每 个 的 直径 小 于 0( 这 样 分 集 吾 是 可 能 的 , 由 于 这 个 集 
BU PE PE). ЛЕ Е; 中 的 每 一 个 上 ， в /(z) 的 振 帆 不 大 于 1 因而 ， 在 
ЖЕ, 中 的 每 一 个 上 ， 这 个 函数 有 界 ， 设 supf(z)=M, inf f(z)=m,. 取 诸 
M, 中 的 最 大 者 , 则 得 到 函数 f(z) ЕЕ БАЈ ЕЎ, т, 中 的 最 小 者 ， 则 
得 到 这 个 国 数 f(z) ЕЕЕ БАУР. 于 是 , fe (EE E ЕНУ. 

414. 在 加 上 一 致 连续 的 二 函数 它们 的 和 在 召 上 也 是 一 致 连 续 的 .这 点 
可 从 不 等 式 : 
70) 9 (0) 1—70) +9 (2”)1 |< |1’) — fz) 1+ [9(#)-—9(=”) |. 
得 出 . 

415. 如 果 召 是 无 界 集 ， 那 末 ， 在 加 上 一 臻 连续 的 二 了 尔 数 的 积 不 一 定 是 
一 致 连续 函数 ， 例 :函数 f(z)=z 和 9(7)=z 在 数 轴 上 一 致 连续 ; 但 是 ， 它 
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们 的 积 f(z):g(z)= z: ДЕ (— co, 十 ce) 上 上 不 是 一 致 连续 的 ， 
如 果 召 是 有 界 集 ， 那 末 ， 在 这 个 集 上 一 致 笑 续 的 二 函数 的 积 也 是 一 致 连 
续 的 ; 这 可 从 不 等 式 得 出 : 
|f(z')g(z')—f(ae*)g(z”)] 
<|/fG')g(z'y— 007) 9 (07) | | f(z'yg(z?y— f(z*)g(z”) | 
= |0) 119007) —9 (а) |+ [9 Са”) -| fr) — f(x’) | 
<Alg(z')—g(z”)|+B-|f(z')— f(x) |, 
这 里 , 4=sup|f(z)|, B=sup|g(z)| (在 有 界 集 上 一 致 连续 的 函数 的 有 界 性 
于 413 题 中 得 到 证 明 )， 

416. ДЕ: 对 任意 220, 可 以 找到 这 样 的 N. 对 一 切 z>N # | f(z)— 
Б ОЖ, Біт), РЖ, 对 任意 点 им, М 有 不 等 式 [f(z1) 
— f (z,) <e/2. 

在 闭 区 间 [0, VW] 上 国 数 是 连续 的 ; 因而 , ЛЕА E] ЕВ. 存 
在 一 个 这 样 的 9>0, wh z'6[0, N], z*€[0, NJ, ч |а —z*| <Š I | f(z') — 
六 z?)j1<e/12， 我 们 证 明 这 个 数 6 适合 于 整个 人 直线 [0, + co). 

ДЕ НХ 10, - оо) ЕЖА |2, — 2, | <ó 的 二 点 z, 和 42. 游客 | f (z,) 
—f(z,) |. Я 2.610, N] 和 2,610, NJ, ЖЖ, НЕС 
小 于 se)， 这 个 是 从 数 6 的 选择 方法 得 出 来 的 ， 如 果 ， М, z,2 N, Ж, 
(f(x) О) < <. 最 后 ， 这 些 点 中 之 一 (例如 , z1) ЕСО. М], ШЯ 
一 个 2522 N, ДЕ, 

Са) — f(z,) | а РОМ) + | f (N) — f(z;) <+ ==. 


于 是 , 对 任意 位 置 上 的 点 Zi z,, Л |z: — z, | <Ó 都 能 得 出 | f(z,) — f (z,) | < 
е. НЕ =>0 的 任意 性 , 于 是 得 出 函数 f(z) 在 整个 半 直 线 ГО, + co) 上 的 
-一致 连续 性 ， 

417. ЖЕМ. Я: 函数 y= sin (x?) 在 整个 数 轴 上 连续 和 有 Я, 但 是 ， 
它 在 数 轴 上 不 一 致 连续 ， 事 实 上 , 无 论 取 怎样 小 的 正 数 6>>0， 总 可 以 找到 形 
д (хл, 、/(G 十 1D)z) 的 开 区 间 ， 它 的 长 度 小 于 6G( 因 为 这 样 区 间 的 长 度 当 
k—co 时 趋 于 零 )， 同时， 函数 y 一 sin (z2) 在 这 个 开 区 间 上 的 振幅 等 于 1. 
因而 , 对 s=1 不 存在 这 样 的 6G>0, 使 得 在 任何 长 度 小 于 6 的 开 区 间 上 ， 函 数 
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的 振幅 小 于 е. 

418， 这 个 图 数 在 集 五 的 一 切 点 连续 , 但 是 在 这 个 集 上 上 不一致 连 续 . 

419. 这 个 函数 在 集 D 的 一 切 第 一 类 点 间断 , 在 集 CL 的 一 切 点 连续 , 集 
D 的 一 切 第 二 类 点 也 是 连续 的 .在 集 CD 上 哨 数 不 是 一 至 连续 的 ， 

420. ЖЕН, АЖ f(z) 可 以 在 保持 连续 性 下 延 托 到 集 召 的 闭 包 E 
ЕЖ. 设 ze 是 集 吾 的 而 不 在 召 中 的 -极限 点 .由 /(z) 在 集 五 上 的 一 致 连 
续 性 ， 对 任意 se 盖 0， 可 以 找到 点 z, 的 6- 邻 成 ， 在 邻 域 中 国 数 的 振幅 小 于 е. 
我 们 证 明 , 当 x 一 zo 时, f(T) Е, iz RES F zu 的 五 中 的 任意 一 施 
列 ， 考 察 序列 f(x)}, 它 是 基本 序列 ; дня М АВЕ Иа РАВ, 
在 点 zo 的 邻 域 中 国 数 的 振幅 趋 于 零 得 出 来 ， 因 而, ЛЕ рун. 2х 
个 极限 不 依赖 于 收 敏 于 z, 的 序列 {zr} 的 选择 ， 我 们 把 求 得 的 极限 当 作 涪 
数 在 点 z 的 值 ， 从 国 数 在 点 ze 的 定义 得 出 , 它 在 X= 二 zo 的 连续 性 . 

于 是 , 函数 f(7) 在 闭 集 互 上 有 了 定义 (保持 连续 性 )， 为 了 把 这 个 图 数 
延 拓 到 整个 数 轴 上 , 只 要 将 它 线 性 地 延 拓 到 一 切 邻接 区 间 上 去 就 够 了 .用 下 
面 的 方法 可 以 办 到 这 一 点 : ВНЕ (а, 6) 是 有 限 的 ， 那 未 在 其 中 用 等 


式 : Кг) = 70а) +7 (1(B) 一 f(a)) 定 义 函 数 f(z) 如 果 邻 接 区 间 是 


无 限 的 (例如 , (a, 十 co)), 那 未 我 们 认为 函数 是 常数 ，f(r) 三 f(a)， 用 这 种 
方法 作出 的 函数 是 在 (一 co,， 十 co) 上 各 处 有 定义 且 连 续 的 ， 在 集 召 上 它 与 所 
给 的 函数 f(z) 重合 . 

421， 例 : 函数 у= sin 二 在 (0, 1) 上 连续 且 有 界 , 企 是 ， 不 能 将 它 保持 


连续 性 不 变 地 延 拓 到 整个 直线 上 (甚至 于 在 闭 区 间 [0, 1] 上 也 不 能 , 因为 , Чт 
一 0 时 , 这 个 函数 没有 极限 ). 

422. 如 果 函 数 在 有 界 集 吾 上 不 是 一 致 连续 的 ， 那 琳 它 不 可 能 保 皖 连续 
性 不 变 地 延 拓 到 整个 轴 上 去 : 假如 它 可 以 延 拓 到 整个 加 上 , ЖЕ НЕЕ 
拓 到 五 上， 由 此 , 延 拓 函数 在 闭 有 界 集 五 上 是 一 致 连续 的 ， 而 即 是 说 , fE Е 
的 一 部 分 集 召 上 也 是 一 致 连续 的 ， 这 同 假定 了 矛盾. 于是， 在 有 分 集 互 上 不 一 
臻 连续 的 函数 不 可 能 保持 连续 性 不 变 地 延 拓 到 整个 轴 上 .去 . 

423. 取 e=1, 按 这 个 选择 一 个 6( 由 函数 (7) 一 致 连续 性 条 件 )。 充 
z 是 任意 一 数 , — coo<z< о. Ям 

п — 1 


1 2 
—, —, ..., ——-— 1 
п 1 r 
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ВЕ [0, 210 2220) 或 [z，0]( 当 xz<0)， 这 里 允 取 得 来 使 2 арб 
1 =. 
121: ДВ, 


| 
СЕОБЕ 
因为 , 由 于 数 6 的 选择 法 , 不 等 式 右 边 部 分 每 一 个 差 部 小 于 了 ЛЖ, 
lJ(z)— f (0) | <n. 


由 此 , | f(z)|<f(0) +m; 其 次 , 因为 一 


n — 1 


2128, ЖЖ, n 815111, ЭН, 
ЛА 79 11 [а АЕ 


这 里 ， A= B= |0) | +1. 


424， 下 接 验 证 公式 . 
425. Хит) = ХЕ (TIXE (2) NECT); 


Хк(х)= > X, (т) > ХК) (0) У ХЕХЕ) Хв, (7) 
£=1 12) Е | 
— +(—1D)"stiX Í (Z)X;,(Z): XI, CZ). 

426， 如 采 点 zo 是 焦 互 的 边界 点 , 那 末 , 在 这 点 的 任意 邻 域 中 , 特征 函数 
的 振幅 等 于 1. М, ВАЕ н zo 间断 . 

ДИ то ТЕЛЬ, ДЖ, ЕЖЕ СЕМАК. МИ, НАЖЯ 
点 ze 的 邻 域 , ДЕНЬ РЕ АЗАК рае. рута, ХЕХ КРИ Pr E: МЕРЕ BU, 

421. бх, 为 线段 [a, b] 上 的 任意 一 点 , 我 们 证 明 ， F(z) 在 这 点 是 连续 
В. 

如 果 ф(х) >08 (2), Ж, $(2)>4(1) 在 点 zo 的 某 一 邻 域 中 也 成 sr. 
于 是 ， 在 这 个 邻 域 中 处 处 有 Р(г) = ф(х); 由 p(x) 在 点 zo 的 连续 性 得 出 
FP (z) 在 同一 点 的 连续 性 . 

如 果 p (z) < (х), 则 计 论 是 类 似 的 ， 

最 后 , 如 果 gp(zo) = (то). ЭБЖ, МЕ 2220, 可 以 找到 邻 域 (zx0), 在 
邻 域 中 徇 一 切 点 有 | ф(х) — ф(х) | <е, |p(7) 一 (x0) |<г. 
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[12 P (z) = (z) = р (а), 那 末 这 些 不 等 式 可 以 改写 为 : 
F (z) — < g(z)<F'(z,) + s; 
F (zj) —e<0(z)<F (z,) +e. 
由 此 得 出 (因为 , F(z)= тах[ф(т), 0(z)]), 对 一 切 z€V z) ff ЖА 
P(z)-—e<F(z)<F(z) +e 
这 即 是 说 (由 于 2220 的 任意 性 ), F(7Y) 在 点 zo 是 连续 的 ， 
428， 设 z 是 数 铀 工 任意 -一 点 ， 我 们 证 明 国 数 [ f(z)]*, 在 这 点 的 连续 
性 ， 如 果 一 a 过 f(x,) 达 a， 那 末 可 以 找到 点 z 的 一 个 邻 成 了 (zuo， 对 其 中 的 
-- 切 点 ， 不 每 式 —a< jz)<a 也 是 正确 的 ,由 此 ， 在 F(zo 中 处 处 有 
[f(z)12 == f(z). НН L f(z)1* fE zc 的 连续 性 . 
如 果 f(zo) >a, ЖЖ f(z)>a Е z 的 某 个 邻 域 中 成 立 ， 由 此, £F 3 
个 邻 域 中 处 处 有 [f(X)]*。 圭 g， 由 此 再 次 得 出 这 个 范 数 在 点 z, 的 连续 FE, 
如 时 了 (zo) =a, 那 末 在 充分 小 的 任 一 邻 城关 (zu) r +í : 
sup [J(z))2 < sup fz); 


inf [f(z)1* = inff(z). 
z€ F (Z) 


z ЕТС) 
所 以 ， ‚ @[/(2) < o fG). 


将 这 个 邻 域 紧缩 到 点 zo, 我 们 得 : 
o ([f(z)]% z) <o ([(х), хо) 

而 因 孙 数 f(z) 的 连续 性 , o (f(z), хо) =0. ЯВЖ, o (L f(z)]2,, z) =0. 16 
ЖЕ [f(z))2 ,, 在 点 ze ЕЕ. 

对 Г (<) = —a 或 f(z0) 达 一 a 的 情况 , 讨论 是 类 位 的 . 

于 是 , 函数 [f(x)1s6 在 任意 点 хо 连续 . 

429， 这 个 条 件 的 必要 性 在 上 题 中 已 被 证 明 . 我 们 现在 证 明 ， 对 函数 
f(z) 的 连续 性 , 这 个 条 件 也 是 充分 的 . 

设 对 任 a> 0 及 在 一 基点 z. —co<z< о, ИЖ ГС) 1, 是 连续 的 . 
如 果 可 以 在 直线 上 找到 一 点 zo, 在 该 点 函数 A7) 是 间断 的 , В (2) 在 
点 zo 的 振幅 等 于 7Y 之 0， 我 们 作 函 数 [f(7)]?6, 这 里 а |7 (6) |+ у. ЯЖ, 
可 以 作 点 wo 的 一 充分 小 的 邻 域 ， 在 其 中 [f(z7)j*o 三 f(z); н Ж, в 
Гр). 在 点 zo 间断 . 

ва f(7) 在 间断 点 z 的 振幅 等 于 十 cc， 那 末 图 数 Lf(z))* 的 振 
Е, 在 点 хоб ар | jzo |) 的 任意 邻 域 中 不 小 于 4 一 |f(zo) |， 因 而 , 在 这 
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种 情况 下 , 函数 [f(zZ)]56 在 点 ze НИ. 

于 是 , 函数 f(z) 在 某 一 点 zo 间断 ,必然 引起 函数  f(z)]%, 在 同一 点 的 
间断 (对 充分 大 的 а). 

因而 , 对 任意 а>0, В Ж [f(z )] "6 的 连续 性 是 贰 数 f(z) 的 连续 性 的 充 
分 条 件 . 

430. 我 们 分 线段 [0, 1 为 两 个 不 相交 的 集 : 一 个 是 在 [0, 本 上 处 处 稠密 
的 Pu 型 集 4, 另 一 个 也 是 在 [0, 1] 上 处 处 稠密 的 G, 型 集 B, 而 且 它 们 中 的 每 
一 个 在 任意 开 区 间 (а, p)CL0,1] 中 都 具 连 续 势 (这 种 分 法 的 例子 可 以 参看 
297 SJ), 

下 面 ， 像 在 409 磺 中 那样 ， 可 以 作出 要 求 的 函数 f(z), ШЕЯ: 设 
fG) = 这 ,f(z), 这 里 


1 
10% 


Ат) = 二 当 z а Р, НУ Ы; 


0, 当 z 属于 集 [0, ПАР, 的 各 点 时 . 
其 中 , P.C F,C ЕС +. AE В J BJ B] А-Я, 其 和 为 集 A. 

同 409 题 证 明 的 方 靶 一 样 , 国 数 f(z) 在 集 瑟 的 一 切 点 连续 , 在 集 4 的 一 
D) PAX IB] BY. 

431.， 这 个 函数 在 集 4 的 各 点 间断 ， 在 集 百 =[0, 11х10, ПЛА 的 各 点 连 
续 ， ЖЕ Бр (с, у) 不 是 一 致 连续 的 ， 研究 这 个 函数 类 似 于 研究 397 
КД гр НУ РА. 

432， 这 个 函数 在 闭 正 方形 [0, 1] xX [0, 1 上 是 连续 的 (因而 , 一 致 连续 )， 
研究 这 个 函数 类 似 于 研究 398 题 中 的 函数 . 

433， 在 圆 环 0<22+22<4 中 国 数 是 连续 的 ， 但 不 一 致 连续 . 在 圆 环 
1<42-+-02<4 中 这 个 测 数 一 致 连续 ， 事实 上 ， 筷 在 团圆 环 E(1<2z2+g2°<4) 
中 连续 , 因而 , ОЕ. ПВО Е ЕО, 在 它 的 任意 于 
集 ( 特 别 在 开 圆 环 1<a2--g2<4 rh) E, 函数 也 是 一 臻 连续 的 . 

434， 例 ; 


>q z B-T E F, 的 有 理 操 时; 


. 1 ， 
fz) = sin, У 2550, 


О, 当 2= 0. 
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т, pL) = 一 全 cos 志 十 27, ЯП 4 650, 
0, 当 z=0. 
人 和 人 35， 这 吾 是 已 给 的 有 办 完备 无 处 稠密 集 ; (о, P.) (п=1, 2,3, 6) Е 
的 邻接 区 间 ; Во = ЕН ГТО, ao ЕЖЕ. 


ЖР ТЕРА fz): 


(z— a,)2 (B, —z)° sin :, 4 26(0,, В»); 


1 
(XT Qn) (B,—z) 
JG)= 0, 当 z€; 
0, 当 z€ (— 00, po) 和 z€ (а, + °°). 
НХ /( 2) 连续 且 在 数 轴 上 一 切 点 有 导数 ; 这 个 导数 由 公式 确定 : 


. ， | 
2(z—a,) (B, = z) (a,+ B, — 28) SIN (ау: 


'(z)= 十 有 ,一 ， 
f (z) 一 a i i м ZE(C Ва): 
0, 24 ЕЕ, z€ (— 9, po), z€ (a, + oo). | 

导数 ГО) ЕЖЕ Z 5 & ЕВЕ, ТЕЗЕ E YJ НТ. 

435, ТЕ 810, 11 上 作 一 完备 无 处 稠密 的 正 测 度 集 ， 设 (ac Pr) (в 1, 
2, …) 是 这 个 集 的 邻接 区 间 ， 那 末 , 上 题 作 出 的 函数 满足 一 切 提 出 的 要 求 , 

437. ЖЛЕ. ва Сг) 应 污 取 一 切中 间 值 ( 杂 县 有 达 布 性 质 )， 巡 
里 赫 列 函数 不 具有 这 种 性 质 . 

438， 不 能 ， 因 为 导 国 数 仅 可 能 有 第 二 燃 间 断 点 (而 作为 问 晰 单调 的 困 
ЖИ НЕ — Э). 

439. ЗЕМ. И. в f(z)= [| 在 一 切 点 处 既 有 右 导数 又 有 左 导 
数 , 但 是 , 不 管 怎样 不 具有 达 布 性 质 ， 
(—1, 当 0, 


例 : fs(z)=), м z> 0 


440， 级 数 之 和 7) 5 Esa Е h B — И, КН, 


K =1 
т, дь ЖЕНЕ t. k BW Op E Ek t Е — Ek k Dk 
的 连续 函数 级 数 的 和 是 连续 的 ， 求 f(z) 在 z€E 的 导数 : 


Ф Жи“ РИО ЕЕ” ЕЯ”). 《 译 者 注 ) 
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Га х) _ В zi) 1z 一 Ze| 
(ll) 


_ yx Е xl (2—2, | 
21} 


4и 1218 2 一 Za | (1) 


这 里 , 和 数 之 遍历 一 切合 于 (аа, [21А 的 那 种 &， 而 是 遍历 其 余 的 
Е. ЕЖ АСЕН, x 十 h 一 z 与 x 一 x 有 相同 的 符号 ; 所 以 ,在 这 个 和 数 中 


7 二 4 一 2 一 |zZ 一 zz _ sgn(z—z,)_ 
2*h 2 
第 二 个 和 数 中 , 当天 充分 小 时 , ЈЕДЕ Л. ЗЕ: 
s, ДЕЙ | 8—2, суи ИВ ун] 


28} о ож 
设 入 是 任意 自然 数 , 总 可 以 选择 天 如 此 地 小 , АВА > N 的 那 种 z, 落 在 
邻 域 (z 一 ||,z 十 |4|) 中 ， 那 末 ， У l l р, ц k—0 st, Z 


2k 496 2N 
аа. 
现在 , 在 等 式 (1) 中 , 当 8 一 0 Вр, 取 极 限 , 我 们 得 到 , 当 252, hF, 
, __ < sgn(z—z,) 
f'ae)= У Зета). 
K =1 
于 是 , f'(z) 在 一 切 点 26Е 存在 ， 现 在 证 明 , 不 管 集 召 中 的 哪 一 点 ,导数 
Г) 部 不 存在 . 
ль, 是 集 互 中 的 任意 一 点 。 表 f(z) 为 两 个 函数 之 和 的 形式 : 
х) 1551 712-21. 
28, аид 2k 


ВЕ 
Еве аен ъа (2) 的 导数 存在 的 哪 种 方法 证 明 , 函数 7 24 
ЕФЕ, 


在 点 а, 有 导数 ;而 函数 -ze 在 这 点 却 没有 导数 ， 因 而， 这些 函数 的 和 


(НОЯ УСТ) ЛЕ ль, 没有 导数 . 
441， 在 数 轴 上 所 有 点 连续 、 证 明 如 下 : 
É 6 是 集 4 的 任意 一 点 ， 那 末 ， 
p(z, 6) < p(za,, 2) + p (z,, 6), 
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Ee he eT Hi 


Ж 
% 


或 p (z, 6) — p (z,, 6) S p (zi, 2), 由 此 得 出 ,更 有 
об, А) — p (z,, 6) < p (zx, Xa) (1) 
(因为 p(z,, 4) (1, 22). 
对 一 切 ¿€ A 不 等 式 (1) 都 成 立 ; 那 末 ， 这 个 不 千 式 甩 左 边 部 分 表达 式 的 
上 确 洛 (关于 СА 取 的 ) 不 超过 数 p (zi, 2): 
sup[ p (z, А) — p (z,, 6) ] p (vi, z;), 


由 此 

oG, А) — into (2,6) < p (z, 2), 
НП 

р(2, A)— p(z., А) < р(а,, т). (2) 
在 不 等 式 (2) 中 五 换 2 和 Xs 的 位 置 , 我 们 得 

© (5, 4 一 DZ А) р(х,,х,). — (3) 


由 不 等 式 (2) 和 (3) 得 出 不 等 式 
pG, , A)— р(х, А) |< Pr), m) 
对 一 切 点 я. €H,, z,€H, 都 成 立 ， HB t КЦ, 国 数 D(z, A) 在 
任意 一 点 z€ H, 是 连续 的 (甚至 在 整个 数 轴 H, 上 还 是 一 致 连续 的 ). 
442. зг: 


— p (z, Е) 
JG)= GP) T p GE 


作为 这 样 的 函数 .容易 看 出 , 当 z€F 时 , f(z)=0; 4 z€E IF, f(z)= 1; 24 z€ 

C[EUF]H,0<f(z)<1. H p(z, Р), p(z, ЮЖН OX 2: H T fE ЕЯ 

到 没有 公共 的 接触 点 得 出 ; 如 果 有 这 样 的 点 , 使 p(z,F), р(х, Е) ЩЖ, 

ЯЖ, 由 集 五 和 五 的 财 性 , 它 就 属于 它们 中 的 每 一 个 ， 这 不 可 能 , 因为 ， 它们 

之 交 是 空 的 ) 及 图 数 P(x, Р), р(х, E)BJ W: МЕ, 得 出 函数 (г) 的 连续 性 . 
443， 例 如 , 可 以 取 下 面 的 函数 : 


plz, |] E,) plz, J E) 
К) = р рр 
р(х, Е) (а, [] Е) plz, Е) +оба, | ЈЕ) 
#51 1322 
p (z, | J Е;) 
+... р л 


plz, Е) + p (z, g Е.) 
іп 
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作为 要 求 的 函数 , ЗВ, 可 以 直接 验证 , 当 z€, 时 , f(z)= рь 
”现在 证 明 函 数 f(z) 是 连续 的 : * U 8; 是 闲 的 (作为 有限 个 闭 集 


Е,, ``, Е, 的 和 ); 因而 , 集 有 和 |]. 六 有 公共 的 接触 点; И, 第 一 个 分 


$1 


数 的 分 母 在 任何 一 点 都 不 等 于 零 ; 这 一 结果 , НЕЛЛИ 2y Bjb E: TE BB. 
Ж, 由 函数 p(z, ED, p(z, |] Е), р(а, B.) 等 等 的 连续 性 立刻 得 出 函数 


iZ 
Уб) 的 连续 性 . 
444， 可 以 用 下 南 的 方法 : 


plz, | | EO 


J(z )= Sp, 


k=] р(х, Е) + об, во 


给 出 要 求 的 函数 . 
445， 如 果 说 ， 当 zB,， 对 任意 自然 数 上 都 有 f(z)= рь. СЕ, E 
U Е, 的 接触 点 ， 那 未 , f(zo) = pi 同时， 在 点 zo 的 任意 邻 域 中 ,对 不 管 多 


Е 
大 的 2, 都 可 以 找到 E, 中 的 点 , 在 这 些 点 ，F(z) 可 以 充分 接近 于 零 (因为 当 
i 一 co 时 , p: 一 0)， 由 此 , 在 点 в 的 任意 邻 域 中 ， 函 数 f(T) 的 振幅 大 于 或 等 
于 |p.|. 而 这 即 是 说 ,函数 f(z) 在 点 ze НИ. 

于 是 , 如 果 对 一 切 上 当 z€ E, 时 函数 f(z) 取 值 рь, 那 末 ， 这 个 函数 至 少 
在 数 轴 上 的 一 个 点 间断 . 

446. Won) ЕН]. 题 441 一 445 的 解法 同 对 直线 上 的 集 关 于 这 些 问 题 的 
解法 没有 什么 

447. іў Ан f(z) 在 点 四 关于 集 刀 是 连续 的 ， ЯВЖ, 26р. № 
函数 f(z), 例如 可 以 取 函 数 : 
1, % z€ D, 
0, "4 z€ D. 

448， 正 确 的 ， 对 这 个 结论 的 证 明 , R3E#JH3ES ОЕ ЕЕЕ НЕТ. 

449. 不 正确 ， 由 函数 f(x, 引 ) 沿 着 从 点 (zo go) 出 发 的 任何 半 直 线 , 是 连 
续 的 , 还 不 能 得 出 它 在 这 点 是 完全 连续 的 ， 我 们 引出 一 例 . 

Но 表 由 第 一 圈 阿 基 米 德 螺 线 o—ap(0<p<2Qx) 和 横 轴 上 的 线段 0< 
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Hz)=| 


БН а: а ГОР аР СРИ ЧРАРИРГЯРУ ЧЗРГЕЕРАИНРРРОС РРГЧОРИРЧИИРИОЦАНОНОНИЧИРОЦРНИРИРНРОЦИ ЧИНД а 


х<2ла 围 成 的 闭 区 域 (图 38)， 设 
1, 24 260, 
Л (z, 0-10 vs 220. 
这 个 函数 关于 从 原点 引出 的 任何 半 直 
线 是 连续 的 , 但 是 , 它 在 点 (0, 0) 不 完全 
450. 这 个 结论 不 正确 ， 例 : WL 
是 三 维 欧 氏 空间 中 的 螺旋 线 : 
X=acost, y=asint, z=bt; 
设 对。 是 点 (a, 0,0). 定义 函数 f(x, У, 2): 
fg, w, z) = 10 在 除 有 8。 之 外 的 上 上 的 各 点 ; 
ОС, М, ММ 0xyz 中 不 在 上 的 爹 部 点 . 
这 个 函数 关于 通过 点 到 的 任何 平面 连续 ; 但 是 , 它 在 这 点 不 是 完全 连续 的 . 
451， 这 个 结论 不 正确 ， 例 : 
1, 平面 上 坐标 为 (z, 0), >00 —5) 8; 
6,0) 1, 平面 上 其 余 各 点 (包括 坐标 原点 (0, 0)). 
函数 f(x, ЛЕ (0, 0) 相 对 于 任意 的 阿 基 米 德 螺 线 连续 ; 但 是 ， 它 在 这 点 不 
是 完全 连续 的 ， 


第 十 章 ”连续 映射 

452， 如 解 376 题 那样 进行 证 明 . 

453， 如 解 380 题 那样 进行 证 明 . 

454， 解 法 类 似 于 381 HH. 

455. ДНЕЙ 384 题 那样 进行 证 明 . 

456， 证 明 ， 如 果 闭 集 РСН, ПЖ № (Bl 广 :(P) 是 五 ,中 的 闭 
Ж), 则 万 的 余 集 ( 即 HAP) МН, 中 的 开 集 : 

f'HAP)= f AGR5NJ (FR) = НАУ). 

但 在 H, 中 任何 的 开 集 是 某 闭 集 的 余 集 ， 因 而 ， 在 鼠 中 任意 开 集 的 原 
像 是 开 集 ,特别 地 ， 在 Н, 中 任意 开 圆 的 原 像 是 开 的 。 由 此 推出 (由 解 455 
题 时 所 得 之 结果 ) 映 射 = f(z) 是 连续 的 ， 

457， 此 定理 的 证 明 用 下 面 的 方法 进行 ， 即 对 于 取 数 值 的 函数 ， 证 明 柯 
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西 的 连续 定义 与 海 因 的 连续 定义 等 价 时 所 用 的 方法 ， 

453， 首 先 注意 : НТР E, 上 的 映射 是 一 一 的 ,其 反 消 数 存在 ， 用 
2 一 9 ( 幼 表 示 它 , k Е, 到 如 这 个 道上 映射 不 一 定 是 连续 的 .用例 来 说 明 这 
一 点 . a) 我 们 把 Oz 轴 上 的 一 切 有 理 数 编 上 号 ， 那 末 可 以 把 这 秋山 号 法 看 作 
М Ох F HJ А ЕЯ Оу 轴 上 的 一 切 有 理 数 集 互 ; 的 连续 的 一 一 
ЕЯ г = fn), НИ п= ф (т) 在 每 一 点 r CE, 间断 6) 再 引出 另 
一 个 例子 . КЕ ОЕ ` PJ < z ' 

110, 2л), Е, ж Оху 平面 上 以 原点 O М={ (т) у Е 2х 
АУ. 令 10, 2л) 中 的 每 一 点 Zz 

与 交 周 上 这 样 的 点 型 相对 应 ， 即 它 的 

半径 向 量 与 0z 轴 的 正 向 构成 的 角 刚好 М, 
то (р 39). ШКХ ЛЕМ == f(z) 

Е, Н. — X — BJ, IB Hm Я z = 

ФОМ) ==0 的 圆周 上 的 型。 39 
点 处 间断 . 

459. у= f(z) Н ЕЕЕ Е. ЯЖ Е, 也 是 
3 34] (2: 8 452 Я). М т=ф(у) On В, ЖЕ ЕЛЕНЫ СЕ, 

作 z (X 2=9(4,)) НЕЖНО) 2-6 V (2). Ж ПЕН: 有 HJ 
ЗВ V (Ус) 存在, 而 且 对 所 有 的 ЧЕТ (go ПЕ ЖЖ ФЕТ. (к). 

为 此 ， 我 们 注意 集 РУ. СОНЯ. МИ, ЕК Р=ЛЕ\ 
F。(zo)] 是 集 E, 的 有 界 闭 子 集 , 同时 , (由 于 函数 f(7) 的 一 对 一 性 )yoEP， 因 
№, 可 以 作出 go 的 不 含 五 的 任何 一 点 的 邻 域 V(4o)， A p (V (g,)) 071 
9 (7) 中 的 任何 一 点 ， 即 不 含 AAV(lzo) Ем. Ш ФС (00) ) — 
V.(z.). 

这 样 一 来 ， 有 名 的 这 样 邻 域 了 (go) 存在 ， 使 对 于 所 有 的 УСУ (ga) ПЕ;, 
ф(У) СИ, (20) ЖЭг, н ЕФЕ У, (20) 的 任意 性 , 由 此 推出 函数 gp (g) 在 点 9с 
ХАРЖ P, 是 连续 的 . Ху 是 也, 中 任 一 点 , 则 (9 Е E, 上 是 连续 
№. 

460， 不 一 定 ， 把 一 切 自 然 数 所 成 的 集 映 成 区 间 《〈 一 co, 十 ce) 的 一 切 有 
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理 数 所 成 的 集 ,就 是 一 例 (参看 458 题 之 解 ) 

再 举 - 一 例 。 设 万 是 射线 [0, joo). ВАРЕНИ, Wk 到 是 圆心 
在 点 C 而 半径 是 1 的 圆周 ， 用 下 面 的 方法 映 妈 到 Е; 点 O6 忆 对 应 于 某 固定 
点 РЕ: 然后 ， 使 任 一 点 zc 妞 对 应 于 圆周 E, 上 这 样 的 点 ,而 要 求 圆心 角 
PCP, (tB RE (p ОР, 起 , 按 一 确定 方向 计算 角度 ) 等 站 4aretgz， 这 个 
ЕВА ,上 的 映射 是 一 对 一 且 和 连续 的 . 但 北 映 射 在 点 PE 到 是 不 连续 的 ， 

461. К у=/(2) ЖМЕМ Е, БОЖИИ ВЕЖИИ 
8. БЕРИЯ, ИМЕ. ЕСЕ ДЖ. МУ, 表 
лро 的 不 含 Е, РЕЧИ, НТИ) 的 连续 性 ， 就 有 如 此 的 邻 
У (20), (Ë ЛУ (zo) CV。(y0) .但 是 ,这 是 不 可 能 的 : 由 条 件 zo 不 可 能 
是 集 忆 的 孤立 点 ， 于 是 了 (ro ) 含 有 无 穷 多 召 的 点 ， 又 由 于 映射 了 的 一 对 一 性 
# V (ze) ПЕ ВФ. 这 就 与 这 个 像 含 于 Fe(go) 中 产生 
矛盾 (因为 了 。(go) 只 含 中 一 点 ) 

因此 ,假定 E, 至 少 有 一 孤立 点 ， 便 得 出 矛盾 ， 即 是 表明 集 E, 不 可 能 有 
孤立 点 ， 

АН у 702) 不 是 一 对 一 的 , 这 个 命题 失效 ， 例 如 , 在 闭 区 间 E= [0， 
1] 上 由 等 式 f(z)=3 确定 的 函数 , 在 瑟 上 是 连续 的 , 且 集 加 无 孤立 点 ,而 Е, 
含有 孤立 点 8 一 3( 它 由 一 个 且 只 由 这 点 组 成)， 

462， 不 正确 。 把 Or Е B PRR AE EDS) Oy 轴 上 一 切 有 理 数 所 成 
的 集 E, 的 映射 , 就 是 一 例 [参看 458 题 的 解 中 的 例 a). 

463. п у f(z) АНЯ Е, 上 的 一 对 一 的 连续 映射 , 则 
Ju jk E, Вр ЕАУ $r xz 一 p( 幼 也 是 一 对 一 的 ,连续 的 (参看 459 题 )， 但 
集 (无 孤立 点 ) 是 函数 < 一 g( 引 的 定义 域 ， 因 而 ， 这 个 函数 值 的 集合 ( 即 集 
肥 也 没有 孤立 点 (参看 461 8). 

464， 假 定 存 在 映 闭 区 间 [0, 本 到 闵 正方 形 Ен ГО, 1) Х [0,11 的 一 对 一 
的 连续 映射 MM 二 gp(z)， 把 闭 区 间 [0，1] 分 成 两 个 闭 区 间 | ,去 | 和 | 去 ,1 |. 
在 映射 下 一 p(z) 下 ， 某 个 闭 集 P, 是 它们 中 第 一 个 的 像 ; GBR F, 是 第 二 
个 闭 区 间 的 像 ， 这 些 集 的 和 组 成 整个 正方 形 E. 这 些 集 有 唯一 的 公共 点 
м.( 二)( 直 映射 的 一 对 一 性 推出 它们 没有 其 它 的 公共 点 )， 集 Ri ЖЕ, 


都 是 无 穷 的 (它们 具有 势 ce， 这 又 是 因为 它们 中 的 每 一 个 都 等 势 于 困 区 则 ). 
因而 在 FP, 中 可 找 出 这 样 的 后 Mi, 在 也， 中 找 出 点 М», 使 M, М, М, Ем 
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不 在 一 直线 上 (图 40). 于 是 , 用 线段 LM I, М,] 就 能 够 家 成 两 个 不 相交 的 非 
= Е Z ЯП: 
[M i, M,]= [M ,, М] ПЕ, UM I М] ПЕ. 
众所周知 , 这 是 不 可 能 的 (参看 221 题 )， 这 样 一 来 , 所 谓 “ 存 在 闭 区 间 一 
对 一 地 上 映 到 正方 形 的 连续 水 数 ” 是 不 正确 的 . 


图 40 图 41 

465， 设 M == f( t) Bü e tE EN ЕЕ F Pr TE BJBR 8] 10, 1] 到 正方 形 
A=10,11X[0,1] ЗБ. БГ А ФЕС ЖЕНИ ER (wz=gzo, 
0=<=g=<1). 我们 证 明 闭 线段 ТГ (ЧЩ 051 上 的 完 
ЗЕЯ. | 

集 f жи. хе. 这 由 任 僵 闭 集 (在 连续 了 映射 下 ) 的 原 像 
是 闭 的 得 出 ， 再 证 明 f OD НА. 

t 8f (DD 在 0t 轴 上 作 嫩 的 任 一 邻 域 : (00-е, е), 我们 将 证 明 在 


其中 有 广 :7 的 无 穷 多 个 点 . 在 这 个 邻 域内 找 一 个 形 如 | Ç, 5 [W BNP. 
只 要 % 充 分 地 大 和 任意 的 (0 过 人 4")， 这 样 的 闭 区 间 总 是 可 以 找 得 出 来 
的 。 根 据 喘 射 的 作法 , 这 个 闭 区 间 被 映 戌 其 边 平行 坐 奈 畏 , 边 长 为 -5 的 基 个 
ЕЛ А. 

№ М,=/ (4), ТЕ МА. БАМ. 同 在 正方 形 4 中 的 , 还 有 闭 线段 
I 在 А) 中 的 子 集 ， 即 垂直 闭 线段 M.M, (图 4D. 因为 正方 形 A, 全 部 点 的 


原 像 在 Or 轴 的 闭 区 间 | —— “| 上 (这 个 闵 区 间 被 陕 到 整个 正方 形 As 上 )， 
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那 末 ， 转 别 地 ， 闭 线段 М, М, 的 一 切 点 的 原 像 在 这 个 闲 区 间 上 上 ， 即 是 说 ， 在 
邻 域 (to 一 2, to 十 Ee) 内 有 集 f ' Q) ИТ. 由 于 上 >0 的 任意 性 , 这 就 
意味 着 点 如 是 集 广 К B sa. 

这 样 一 来 , НЕЕ (已 是 集 广 (了 的 极限 点 , ПЕ ВА f СОЗ 5. 

将 此 结果 与 广 1(T) 是 团 的 对 照 , 我 们 得 出 广 !D 是 完备 集 ， 

466. 为 了 把 0t 轴 上 的 困 区 间 [0, 1j] 分 成 。 (连续 统 的 势 ) 个 两 两 不 相交 
的 完备 集 , 采用 下 面 的 方法 : 用 皮 亚 诺 曲 线 把 闭 区 间 [0, 1] АЯ Оу 面 上 
的 正方 形 [0, 1] X[0,1] 上 .然后 把 这 个 正方 形 分 成 c 个 不 相交 的 闭 线段 I 
(z=const; 0<z=<1). 

这 些 闭 线段 的 原 像 在 Ot 办 上 是 两 两 不 相交 的 、 且 共和 组 成 整个 有 区间 
[0, 1]， 根据 上 题 结果 ,一切 的 集 f (OI 5с $ 9. 

于 是 , 闭 区 间 [0, ПТ с ТАН, А ГС) 的 完备 集 ( 此 
处 工 表 正 方形 [0,1] 10,1198) -- иа 88). 

467.。 所 构造 的 曲线 韭 闭 . 点 1 二 0 的 像 是 点 (0,0), 反 t= 二 1 的 像 是 后 (1,0). 

468. 空间 皮 亚 诺 曲 线 的 构造 法 ， 类 似 于 平面 皮 亚 讨 曲 线 的 构造 法 .为 
J, 要 把 Oi 轴 上 的 团 区 间 [0, 11 分 成 8 份 。 然 后 再 分 成 8 83, … 份 .相应 
Hh, 也 把 给 出 的 立方 体 先 分 成 8 个 一 样 的 立方 体 ， 然 后 其: 分 成 B88，83,… 个 江 
方 体 ， 在 每 一 步 , НЫ 18] С0, 1j 中 分 出 的 闭 线段 从 左 疝 右 编号 ; 而 芋 方 体 的 编 
号 是 这 样 确 定 的 , 使 相 邻 号 码 的 立方 体 有 公共 的 务 面 . 

жа, БН ЕДЕ 0, 20,20, 2. 的 交 一 一 点 如 对 应 于 M. rx, lk 
点 M. 属于 所 有 的 与 闭 区 间 0 О», Оз, "ТРОА y Ik V SV, Изо. 

如 同 在 平面 的 情形 一 样 , 可 以 证 明 : KER LA IE А to 是 连续 的 , 同 
时 ,在 此 映射 下 , 闭 区 间 [0, 1j 的 点 的 像 充满 了 整个 并 万 体 : [0, 1110,1] X 
[0,1]. 

469， 如 果 以 倾角 c Іа] Oz Я, 
则 对 于 集 召 的 任何 两 点 М, 和 МЬ, VÀ 
下 关系 式 


М}, M.) 


-pl ~ 
p (P,, Р,) < сіп а х 
Жо. НЖЖ Е ВКС. ' 
ВВЕЛ W JG YG S É AE О Р, P: 
样 的 ， 这 里 P, 是 点 М, Е Oz # Е 图 42 
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射影 , P, 是 点 М, 的 射影 (图 42). 

470、 是 的 , 平面 上 开 集 的 投影 恒 为 直线 上 的 开 集 . 

471. 如果 恕 是 平面 上 的 有 界 闭 集 ， 则 其 在 轴 上 的 投影 恒 为 闭 的 (参看 

452 ). 如 果 如是 平面 上 的 无 界 闭 集 , 则 其 投影 就 可 能 是 非 闭 的 ， 例 如, ЕЯ 
数 y 二 tgz 的 图 形 是 闭 集 , 而 它 在 横 轴 上 的 垂直 投影 是 韭 闭 的 . 
” 472， 假定 某 平面 集 加 在 两 个 轴 上 的 投影 是 可 数 集 ， 过 集 卫 的 每 一 点 作 
第 一 根 轴 的 垂 线 ， 同 时 又 作 第 二 根 轴 的 垂 线 ， 这 些 直线 仍 是 可 数 集 ， 因 而 ， 
在 第 一 根 轴 上 的 垂 线 和 在 第 二 根 元 上 的 垂 线 的 交点 所 成 之 集 只 是 可 数 集 . 
但 互 含 于 这 个 交点 集中 , 这 意味 着 至 也 s 
是 可 数 集 , 这 就 与 条 件 了 矛盾 . 

473， 直 接 验 证 : 题 中 条 件 所 指 的 
斜 角 射 影 的 每 一 点 zo 表示 了 两 个 数 
ЕЕ fl y CF 的 和 ， 相 反 地 , ЗЕН О BF КЕ zB@P 
形式 的 任意 和 可 用 这 个 斜 角 射 影 的 某 图 43 
З 2o 来 表示 (图 43). 

474. ЖЕ: ШЕ БАЕК НЕ, WE E> F 也 是 有 界 闭 集 . 
现在 为 了 得 出 ЕФЕ, 必须 以 135” 为 倾角 ,将 集 XF 向 Ох а 7. в 
影 是 连续 映射 (参看 469 B), 而 有 界 闭 集 的 连续 像 是 有 界 闭 集 ， 因此, ЖЕ 
ФЕ 是 有 界 闭 集 . 

475， 两 个 康 托 完备 集 的 算术 和 重合 于 闭 区 间 [0, 21， 我 们 证 明 这 个 事 

积 也 X 了 重合 于 <《 谢 尔 宾 斯 基 昔 翅 > (参看 319 题 )， 过 Oz 轴 上 的 闭 区 
闻 [0, 2] 的 任 一 点 zo, 25 Oz 轴 成 135° 倾角 的 直线 ， 显 然 ， 这 直线 至 少 和 
第 一 秩 正 方形 之 一 相交 (图 44)， 用 Cl 表示 这 个 正方 形 ， 其 次 , 也 就 是 这 直 
线 至 少 与 第 二 秩 正方 形 之 一 (包含 在 Ci 中 的 一 个 ) 相 交 , 用 С, 表示 它 ， 在 其 
中 又 有 这 样 的 第 三 秩 正 方形 C:， 使 这 直线 与 它 有 非 空 的 交 ， 等 等 ， 用 wi 表 
示 直 线 和 正方 形 04 的 公共 部 分 、 这 些 集 U 是 有 界 闭 集 , 且 后 一 个 包含 在 前 


一 个 之 中 : aaa Cu, 于 是 Ц ЗЕ. НЕМ. н. 这 个 点 属于 集 
Ë 


DX D, 旦 它 的 斜 角 射影 重合 于 20. 
Е, 每 点 zo 人 1L0, 2 属于 算术 和 DDD， 另 一 方面 , 直接 看 出 , ТЕЙ 
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T ЕЮ, 


=a a 
Q 1 
(5) 
图 44 

(0, 3] 外 的 任 一 点 , 都 不 可 能 属于 这 个 算术 和 ,因而 ОФО= [0, 2]. 

476. 设 c 是 集 4BB 的 任意 一 点 ,于 是 c=a 二 5b, 这 里 асА, 8€B， 因 为 
4 是 开 的 , 则 有 整个 含 于 4 中 的 邻 域 了 (o). З, Жи z+ b(z€V (а)) Ву — 1] 
点 而 成 的 集 是 点 4 十 8( 即 点 с) 的 邻 域 ， 这 个 集 包含 在 4 了 之 中 ， 因 而 , 对 
于 任意 的 点 cE4 中 B 存在 一 个 包含 在 АФВ 中 的 邻 域 , 即 集 AGB 是 开 的 . 

471. 用 下 面 的 方法 进行 证 明 ， 设 2, 征集 АЦВ, 的 任意 点 ， 如果 zs A 
(图 45(a)), ло 55 M (z, go) (这 里 Zo5 УСЕ, 2025) BU НР, T 
是 20=2%—У= (2, 4). ПЯ: 206В,, M| —z C B(BI 45(b)), 于 是 一 zo 是 点 
№, (ту, 95) (其 中 СЕ, 90Р, доу) ВУ, 即 z, = yi —zëà= p (23, 90). 

这 样 一 来 , Ж АОВ, 中 的 任意 操 26 由 形 如 p(z, z) (265, CF) НУЖ 3: 
表示 , 由 此 推出 AU B.CS. 

类 似 地 验证 САЦ В,. 

因而 有 S=AUB,. 

• 2II ° 


2 
26А 2.8 ЕВ СЕ 288, 


(а) (5) 
图 45 
478. ЗАП] 474 题 那样 进行 证 明 . 
479， 闭 区 间 10, 1]. 如同 475 题 那样 进行 证 明 ， 
480. 证明 类 似 于 在 解 476 题 时 使 用 过 的 证 明 . 


第 十 一 章 ”单调 函数 НТ 


481， 如 果 Ф(Ю[а, 切 上 的 增 函数 , 而 f(T) 是 [Lp (а), @(b)1l E BJ 98 
аж, 那 末 , 复合 函数 f[Ip(t)] 在 [a, 妇 上 是 单调 的 (同时 ， 如 采 了 是 增 国 数 ， 
那 未 , 复合 函数 也 是 增 函 数 ， 如 果 ，f(7) 是 减 函 数 ， 那 末 ， 复 合 函 数 也 是 碱 
函数 ). x 

482， 不 一 定 ， 例 : 设 7=g(t) 是 在 线段 0<1<2 上 用 等 式 : 

=} ё, 4940<1<1, 
#41, 41<1<62 
定义 的 ， 这 个 函数 在 fo=1 处 是 间断 的 ; 同时 ФО) =0, р(2) =3, 现在, 我 
们 在 Oz 轴 上 的 线段 L0, 3] 上 定义 下 面 的 单调 增 函 数 J (z ): 
| т 405551 
=] 当 1< YY<2; 
z— 1, 当 26253, 
容易 看 出 , НА [ФН СЧ 032, 因而， 复合 函数 各 处 连 
(Я, 在 点 fo 处 连续 )。 

但 是 , 我 们 注意 , 如 果 外 函数 7) 是 严格 单调 的 , РЕЯ z= qp (t) fE s 
to 处 间断 , 那 末 , 复合 函数 f[9 (1)j 一 定 在 点 t КИМ. | 

483， 设 函数 y= 了 (7) 在 [oa, 5] 上 严 客 单调 (为 确定 起 见 ， 我 们 认为 它 厦 
° 2]2 + 


т а Пе rr rh Ei "eb ri 一 一 


严格 增 的 )， 而 且 ， 对 某 一 点 序列 rn6[e, b] limf(z,) =): 我 们 证 明 
или. 
МЕ 22200, 我 们 证 明 , 可 以 找到 这 样 的 №, ⁄ç n> N BF, Ж Беа, 
委 8。 为 比 , 我 们 计算 了 (一 e). 由 于 函数 (7) 严 格 增 , 流 (Ье) h T fO). 
现 找 这 样 的 27, 对 一 切 и> М #: Г (еа) 27 (Ье). 由 于 函数 严格 增 , 从 f(z,) 
> (6—=) 3 Ш 1, >На, Ним Яд: b5—z2<zx> СЫ |2, — 
b|<, 此 即 表 示 ( 由 数 e>0 的 任意 性 ) limz, =b, 
484. 考察 函数 M(z) 一 SaP (2)， 容 易 看 出 ， 它 是 单调 增 的 不管 是 


ДЖЕКУ Г (2); 如 果 h>0, 因为 , [a,z)C la, z+ h), 35 28, 
sup  fG)=sup ,f(z)). 


z cla ,了 十 下 
ИЕН f(z) 连 续 ， 那 末 (5) 也 是 连续 函数 为 了 证 明 这 一 点 , 首先 
证 明 , 对 任意 数 a< e <d 有 不 等 式 : 
sup J (2) <вир fe)+ Ф J (z) (1 
这 个 不 每 式 从 下 面 的 考虑 得 出 : sup 1(2) -F3 sup Рг) 和 зир f(z) 中 
之 最 大 者 ， 如 果 最 大 者 是 sup Ко) 那 示 ， 
sup 0) ашр jos sup (а) +о fay, 
这 是 因 为 ，@ ， O>, 如 果 sup f(z) 和 sup f (2) 中 之 最 大 者 是 sup f (2), 
那 末 ， 
p 7а) = вар 702) =p 709) + Feop 70а) вар ГС 
Ш sup f(z) 之 J(c) 之 inf f (z); ВЫ, 
зор f(a) <sup f(z) + [sup f(z) 一 in f(z)], 
即 ' ‚ ‚4 А 
пр гар ЛО р, FG. 


这 样 一 来 , 不 等 式 (1) 对 一 切 情况 都 得 到 了 证 明 ， 由 (1), 特别 得 出 : 
sup ,1 (2) Ssupf (2) то 所) 人 人 
由 此 得 出 
Mgt -MS o б), 
2, | 


中 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 2 二 8 一 gq， 
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又 因为 Мт), 那 末 ， | 
0<M(z-L h) — M(z)< o ,f(z). 


当 hƏ0 时 ， 不 刍 式 右边 趋 于 零 (因为 овен ВЕ, M(z+h)— 
М(х); 即 是 说 , MM(z) 在 点 z 是 右 连续 的 . 
为 了 证 明 W(z) 在 点 z ПЕНИЕ, 应 用 不 等 式 (1) 于 点 a 之 % 一 和 <x( 这 
ж #>0). 
ak Га) Ssup JG) i 1(2), 
由 此 得 出 
0<M(2)- M(z—h)< ® Ја). 
因而 , 当 2 一 0 时 , M (z —h)— M(z); Е, M(Z)fE m z 是 左 连续 的 . 
FE, 如 果 函 数 f(z)fE[a, 8] 上 处 处 连续 ， 那 末 用 (7) 在 [a, 8] 上 也 是 
处 连续 的 . 
类 似 地 可 以 证 明 函 数 m(z) 的 半 调 人 性 及 连续 性 ， 
485. 15 扩 z) 在 [a,5] 上 是 增 函 数 ; 那 末 , sup /(z)=f(z), Bh M(z)= 
f(z) 对 一 切 z€[a, Ы). 
对 函数 M(z)=sup f(z)， 类 似 的 等 式 并 非 惜 成立， 我 们 引出 一 例 , 


‚24 0=<2<1; 

f а) | 当 1<z<2, 

这 个 函数 在 线段 [0, 2] E E Mh СЕЕ НЕН), 对 它 作 函数 M(z): 
— z , 当 0<2z=<1; 
=, 当 1<z=<2, 

这 就 看 出 , 在 点 z, =1 Ж, f(z)=M(z). 

可 以 推广 这 类 例子 ， 即 可 以 作出 这 样 的 单调 函数 f(7?)， 对 于 它 ， 等 式 
f(7)=M(z) 在 一 可 数 集 上 不 成 立 . 

486. у= /KKz) 在 线段 Le， 妇 上 有 定义 且 单 调 (为 确定 起 见 
f(z) 是 增 的 )， 假 定 这 个 函数 在 点 c (асъ) ін, ЯВЖ, Оу 轴 上 的 开 区 间 
(f(e—0), f(e)); (f(ce)，f(e 十 0)) 中 至 少 有 一 个 没有 函数 值 ， 而 这 即 是 说 ， 
函数 f(z) 不 是 把 线段 [f(a),f(2)] 中 一 切 数 都 取 作 自己 的 值 ， 

因而 , 如 果子 数 在 [a, 8] 上 单调 , 且 在 这 个 线段 上 取 [f (a), по 
切 数 作为 自己 的 值 , 那 末 , 它 在 fa, 5] 上 连续 ， 
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187. Я. ДЕЖХ 


(+), = хЄР; f 
{supf (6), í z€[a, БЕ, >; 


inf f (0), 34 Га, b JNE, zz, 
Ë 


p(z)= 


这 里 , ze = nf E. | 
显然 , p(z) 是 单调 增 函 数 ; 它 在 [a,5] 上 各 处 有 有 定义, mO BES E E 5 
f(z7) 重 合 ， 

488. 不 可 能 ， 如 果 f(z) 无 界 , 例如 无 上 界 , 那 未 ， 它 不 能 定义 在 点 5 处 
的 值 (如 其 不 然 , 在 五 的 各 处 有 /(z)<f(b)), БД, 不 可 能 保持 单调 性 而 补 
充 在 点 5 处 的 定义 ， 如 果 1) 无 下 界 那 末 ， 不 可 能 保持 单调 性 而 补充 在 点 
a 处 的 定义 ， | 

489， 充 分 性 显然 : 如 果 f(z) 在 [a, 5] 上 连续 ， 那 末 ， 对 f(a) 和 fb) z 
间 的 任 一 yo, 至 少 存在 一 个 ruere b], Eda f (z) = (根据 连续 函数 的 中 值 
定理 )， 此 外 , 如 果 f(x) 严格 单调 , 那 末 ， 这 样 的 点 ze 仅仅 只 有 一 个 (如 果 除 
ze 之 外 还 有 点 zi о, Е ГО) = У, JE, НЯ, f (z, ) 一 /ze), 这 就 与 函 
数 扎 z) 的 严格 单调 性 冲突 )， 即 是 说 , БЕ АЖ ЕДЕ, 
必要 性 ， 设 /(7) 是 [a, 5] 上 的 连续 函数 且 设 对 每 个 % €F, (这 里 P, 是 什 
集 ), 仅仅 存在 一 个 za 6а, b), 使 fan) =, 我 们 证 明 jz) 在 [a b] L E z 
格 单调 的 . 
首先 注意 , f (a) = f(b) (如 果 , f(a) = 了 (5) =4， 那 末 , 点 9 一 4 对 应 两 个 
[Ë z€[a,b]: г=а 和 2=b; тЇ, у= УСН А). УМЕ, 
设 f(a) < 了 (5)， 那 末 , 函数 Fz) 在 [a b] Е b 处 达到 最 大 值 ( 如 若 不 然 , 例 
如 在 点 ze b 处 取 极 大 值 , 即 (со) >С), 那 末 ， 由 连续 函数 的 中 值 定理 ， 
在 点 a 和 ze 之 间 可 以 找到 这 样 一 点 6， 使 (5) 二 了 (5) (9 20 << 
f(zo); 参看 图 46)， 那 末 , 在 线段 [a, bJ 上 有 两 个 点 和 5 与 同一 个 值 y(y= 
f(8)) 对 应 ; 在 此 情况 下 ， 函 数 Kz) 没 有 反 国 数 , )， 而 在 点 a 处 达到 最 小 什 
(类 似 可 证 明 函 数 f(z) 在 点 a 处 取 最 小 值 ). x 
现在 证 明 函 数 f(z) 在 [a, 5] 上 严格 增 ， 若 非 如 此 ; ЖЖ, РЕЖ 
点 1 之 zo 使 f(z1) 宇 f(z;), 这 里 , 狠 式 不 会 出 现 ( 如 果 f(x1) = f (z), J, 
Н БО). НРБ, Лбл) > f(z.). А, Ж Ва, т.) ЕТЕК 
的 点 n, 使 f) =f(z,) (因为 , f(a) < 0) 过 f(z1)， 参 看 图 47)， 这 又 同 函 
‚215. 
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f (2) = f (8) 
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图 46 图 47 


数 f(z) 有 反 函 数 冲 突 ， 于 是 , 存在 一 对 点 z, <z,, 使 (41) 之 f(z) 的 结论 是 
不 正确 的 。 即 是 说 ， 对 线段 [e， 刀 上 的 任意 点 < 都 有 不 等 式 f (2) < 
了 (zs), 即 是 ,函数 f(z) 在 [a,5] 上 是 严格 增 的 . 

490， 如 果 两 个 函数 单调 增 或 两 个 函数 单调 减 , 那 末 ， 它 们 之 和 也 单调 . 
但 是 , 如 果 这 些 函 数 中 之 一 单调 增 , 而 另 一 单调 减 , 那 末 , 和 函数 可 能 不 单调 . 
Я: 如 果 , p(7)==z, %(z) 一 一 22， 那 末 , 这 两 个 函数 在 [0, 1] 上 都 单调 ; 但是， 
它们 之 和 f(z?)=zx 十 (一 z*) 在 [0, 1] 上 非 单调 . 

_ 491. Я: Ф(т)=х, ф(х) = Ялта [0 1 上 单调 增 ; 但 £, 
它们 之 积 f(z)=z(z 一 1) 在 这 个 线段 上 非 单调 , 

492， 设 7,7,,，7,,"… 是 整个 数 轴 吾 上 用 任意 一 种 方法 编 了 号 的 全 部 有 

理 点 ; 用 下 面 方法 构造 一 函数 f(z): 对 任意 zeR, 4 


0-5) 


这 里 , 按 一 切 使 re<yz ВЕЕ К ОКА, ША ЖЛ 2 有 定义 
(因为 , 所 给 的 级 数 总 是 收敛 的 ), 且 这 个 函数 是 严格 增 的 〈 因 为 , 对 任意 数 z, 


<z, 至 少 存在 一 个 有 理 数 rr Ст, Саз 所 以 ,1z) f(z,) 十 二 > 
Fi(z))。 这 个 国 数 在 每 个 有 理 点 r 间断 ; 事实 上 , 对 任意 的 арт 有 : 
] 1 
Кг) sls = 05 ОЕ | +> 9k; 


r< z r< r 了 


Штат n ж, >. 5 >>> 即 是 说 ， 1(7)> 了 去 + 去 = 


Ff r L< 


• 216 ° 


w ÉE” DC 


feo) +> ЖА rh a R (= 2140), 我 们 得 浏 2., Jr 十 0) (7) 
十 充 。 即 是 说 在 每 个 点 7s， 函数 f(z) 右 间 斯 且 它 的 右 方 路 度 (r+0) 一 
fr) >>. 

我 们 证 明 , 函数 f(z) 在 其 他 点 没有 间断 点 且 在 有 理 点 7, 的 联 度 等 于 二 
这 个 可 以 从 下 面 的 考虑 得 出 : 对 单调 增 的 函数 , 它 的 上 性 和 下 界 之 差 大 于 或 
等 于 一 切 跃 度 之 和 ; 而 supf(z) = >] „-=ЬНЕД)=0. ИМ, ЕК 


之 和 8 满足 不 等 式 ，s<1， 另 一 方面 ， 一 切 跃 度 之 和 大 于 或 等 于 在 诸 点 7 
右 方 跃 庶 之 和 ;所 以 ,sz 了 充 二 1， 同 上 面 得 到 的 不 等 式 比较 得 出 s=1. 


因而 , 在 诸 点 7。 的 右 方 跃 度 等 于 函数 的 全 部 可 能 的 跃 应 ( 即 是 ， 在 其 余 各 点 
函数 连续 ); 同时 , 在 点 r 的 跃 度 恰好 等 子 志 (如 果 ， 这 些 点 中 至 少 有 一 点 的 


В, ЖЖ, 一 切 跃 度 之 和 大 于 D. 


”493， 这 个 问题 症 上 一 个 问题 的 推广 , 构造 一 个 在 给 定 可 数 集 gu д, аз, 
… 上 间断 的 严格 增 函 数 , 只 要 在 可 数 集中 , 照 上 一 题 一 栏 的 方法 进行 证 明 . 

494. АЖ т(х) 在 线段 [0, 1] 上 的 单调 增 人 性 可 从 国 数 本 身 的 构造 得 出 ， 

为 了 证 明 z(+) 在 [0, 可 王 的 连续 性 ， 只 要 注意 ， 妇 果 这 个 函数 在 某 一 
点 zoc[0，1 间断 ， 那 林 《 由 于 函数 的 单调 性 ) 在 线段 (<cy<1 上 的 开 区 间 
(rtzo 0), т(2,)), (7026), T(zo 十 0)) 中 至 少 有 一 个 不 信函 数 的 任何 一 个 值 , 
但 是 , 这 是 不 可 能 的 , 因为 , 特别 , 一 切 二 进位 有 理 数 是 这 个 苹 数 的 值 , 而 二 进 
位 有 理 数 在 线段 0< gs1 上 处 处 稠密 ， 于 是 ， 函 数 (7) 没 有 任何 一 个 间断 
дз 即 是 说 , ВАТЕ Б ТО, 1] 上 一 切 点 连续 , 

495， 可 能 ， 上 一 题 中 构 阁 的 康 托 乓 数 +(z) 可 以 作 为 这 种 函数 的 一 个 
例子 .这 个 函数 在 线段 [0, 1] 上 单调 连续 且 蜡 于 常数 ; 同时 ， 它 的 导数 r'(z) 
在 CD 上 处 处 存在 且 在 集 CD 的 一 切 点 的 导数 都 等 于 零 ， 因 而 ,r"(z)=0 在 


Ф 符号 f(a 一 0) 和 f(a 一 0) 表 函数 了 f(z) 在 z—a+0 和 zx 一 a 一 0 时 的 极限 > 
fad+0) 一 f(a) 称 为 函数 在 点 a 的 右 方 跃 度 ; 差 (a) 一 f(a 一 0) 称 为 它 №: Я. 
£. ЗЕЯ, Ш Ка--0) 一 上 ee 一 0)， 称 为 函数 f(x) 在 点 a 的 跃 度 . 
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[0,11 上 几乎 处 处 成 立 ( 因 为 , mCD=1)， 

496， 设 (2) (а, 5) 上 单调 ， 且 在 这 个 开 区 间 上 连续 有 界 . 补充 Е 
端点 的 定义 , 2 (а) = (0+0), 706) =](—0)Ф. 现在 ,函数 在 包括 a, 5 在 
АННЫ Го, b] 上 有 定义 且 连 续 , 于 是 ， 它 在 [a, 8] 上 一 致 连 续 ， 而 由 
函数 在 fo 5] 上 的 一 致 连 续 性 得 出 它 在 闭 区 间 [a, 妇 的 任意 子 集 , 转 别 在 开 区 
lB] (a, Б) КАО АНЕ. 

497. ТЕ. Ш (2) Е (оо, 十 00) 上 有 界 且 单调， 那 末 它 有 有 
限 极限 lim f(z)#llim f(z). 于是， 可 以 用 解 416 题 的 方法 证 明 函 数 在 整 
个 直线 (一 00, 十 co) 上 的 一 致 连续 性 , | 

498， 我 们 用 点 | 

0 一 0o <= LT <z,- <z,=1 
划分 线段 [0, 1]， 使 在 每 个 闲 区 间 [xs-u zy) ЕЕ ШЛЕ 2/2, ЖЖ, 
在 每 个 线段 Lzs- zi] 上 用 下 面 的 方法 定义 函数 p(z): 
gp(z,-4) = (2,1), PR) = Рб), 
g(z) 在 [x4-1:，zs] 上 单调 和 连续 ，qg'(z)=0 f [z,-, 2) 上 几乎 处 处 成 立 . 
我 们 可 以 像 在 494 题 中 构造 康 托 函 数 那 样 构造 一 个 满足 这 些 条 件 的 函数 
ф(х), 

。 用 这 种 方法 构造 出 来 的 函数 ЛО, 17 Е ТЕН 
满足 条 件 a) 和 6)， 不 难 验 证 , Е — 2610, 1]， 这 个 函数 wP(z) 也 满足 不 等 
式 |f(7)—9(7)|<e. | 2 

499， 我 们 构造 一 个 连续 函数 ф(т), 在 集 妃 上 等 于 0， 且 在 如 之 外 为 正 
的 (例如 , 9(z) 二 plz, В), 239 441 题 )， 其 次 , 记 G= (041, ЖЖ, 


x— 8) z€[a, b] 38 f'(z)= e(z); 8], 0) 26Е, Р (2) 0. Ш, 701) 
рН Же, 为 了 验证 这 一 点 , 任 取 两 点 х х, (аху < 二 5)， 在 这 两 点 
之 辣 存 在 一 不 含 集 召 中 的 点 的 开 区 间 (a, В). ЗВЖ, 

Газ) — Пал) | фи [фа (о) (8-а). 


这 里 , a< <; 因为 , cEB, Ж, p (e) >0; 因而 , f(z,) > f (z, >. 
500. Ш. (а, ВЯЖЛАТЕНМ БИ (at Е ИН B. 
二 ш, ед0 fl z—b+9 B, ВУ ШЕЕ, 因为 , 这 个 函数 在 (ac, b) E 
是 单调 和 有 界 的 ， 
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不 是 无 处 稠密 的 , 那 末 , 这 种 开 区 间 一 定 存 在 , 参看 206 8). ， 如 果 , 对 基 个 国 
数 f(z), 它 的 导数 在 如 上 各 处 等 于 堆 , В, 特别 , f'(z)=: 0 在 开 区 18] (а. В) 
上 各 处 成 立 , 即 是 说 ， 在 这 个 开 区 间 上 函数 Ў 因而 ， 函 数 f(z) 不 
可 能 在 [e, 上 严格 单调 . 
501， 首 先 证 明 f(0) =0; 事实 上 ， 
700+0) = #00) 700); 700) =27(0); f(0) =0. 


其 次 , 对 任意 整数 b>>0 有 f(kz)=kf(z); ВЖ, Га) -ji 二 -8 ) 
由 此 得 出 01.) ект ала). 最 后 ("= РТ) в. 


=a HI f(z)=ar 对 任意 有 理 数 z2>0 成 立 . 


现 设 z>0 是 无 理 数 ， 取 一 递增 有 理 数 序列 7 т т С IE 2 WI % 
Тах. НА ИНАЯ >>> ВИТ ох. ЯВЖ, 8 
Дау, Гар СЛС) f(r,)*R— BJ ЕЖЕ, Hl ать (т) ат, 由 
此 得 出 /(z)=az, BÚ, 2) =ах 对 任意 正 的 z( 不 管 是 有 理 数 或 是 无 理 
数 ) 成 立 . 

最 后 , 如 果 z<0, ЯЖ, f (z) +f(—z)=f(0), Rl f(z)=f(0) — f(—>) = 
—f(—z); 而 在 这 时 , —z2>0; ВЫ f(—z)=a(—z), Him, J(z)=—J(—z) 
=—a(— z) = az, 

“于 是 , f(z)= -az 对 一 切 z 成 立 . 

502, ЩЖ у=: (т 之 变 差 等 于 人 | ， | 

503. 国 数 的 变 差 等 于 ?7， T mimik s 用 品 0 一 -Xo <<... 
<z,- <z,=1 划分 线段 [0, 11, ЯЖ, 


> If (z) —f(z,-) | Е 


$ х1 
= If (2)) — f (то) [+ 《lf Са) — J (z,) | 十 … 十 Ра.) — f (z, -,) В: 
+ | f G,) _ Í (22-1) | 
| == (1—21) + {rar F 45— (1—z,-)y=5+2(z,- —m)<7. 
同时 , 和 数 S | fG)—f(z,- D LE НОЕ 7, B 以, зару |f Go 
$=1 | i=1 
со) 1 一 7, 即 是 说 , 函数 fz) 在 线段 [0, 1] 上 的 变 差 等 于 7. 
504. ЖЖ 23. 
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505. 为 了 使 函数 jz) 的 变 差 成 为 最 小 , 应 当 假 定 了 (1)=4a， 这 里 ，a 是 
介 学 了 (1 一 0) 和 了 (1 十 0) 之 间 任 意 一 数 ( 即 Осал), Е, МЖК 
等 于 5. 


506， 我 们 证 明 所 给 函数 在 线段 [0， 匡 上 有 有 界 变 差 、 这 个 函数 连续 且 
在 线段 [0, 1 上 的 一 切 点 有 导数 ， 


f'(7)= 25. cos 一 十 rsin =, м 2:0), 


0, 2=0, 
在 线段 [0, 1] 上 导数 有 和 界 : 


|'(z)|= [2гоов 7 + паба 2 "< |arcos | + |z sn таа 
具有 有 界 导数 的 连续 函数 是 有 界 变 差 函数 (参看 510 Ш). 
507、 为 了 证 明 函 数 f(z) 在 [0,2 ray napas, 只 要 对 任意 一 数 4> 


о, 可 以 构造 出 线 眉 [0, 2 | 的 这 样 一 种 分 法 , 在 此 分 法 下 ， 改 变量 的 模 数 之 和 


村 超过 4 就 可 [以 了 ， 
КН 的 ， Н 5: 
2 2 2 2 
Оорулу Зи << “а 


分 线段 | 2) 这 里 28 十 1 是 将 在 后 面 来 选 定 的 一 奇数 ， 对 这 一 分 法 的 和 数 
Os 是 ， 


(ат 9) (сае ав у) + (am 
+ 3) ЕА 


201 + 


ЕН 
ЕВ А2242 2 ооо ть 当 
b 充分 大 时 , 这 个 和 数 可 以 任意 地 大 ,因而 , 对 任意 4220, 可 以 找到 这 样 的 数 


2 十 1( 因 而 ， 可 以 找到 线段 | 2 | 的 这 一 分 法 ) 使 s> A. 
而 这 凤 是 说 ， 疏 变量 的 模 数 之 和 可 以 任意 地 大 ， 即 函数 f(z) 在 线段 
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Го, < 上 Ня 
508. 如果 说 , F(z)=f(az+5) 在 线段 | — Ë 5 1—b | ЕЖЕ. 屠 
末 ， 对 任意 的 自然 数 必 可 以 用 点 ® Bob cheat st 


划分 线段 | 一 字 ， -| 使 和 数 У РС РОН. 
k=1 


现 用 点 m = 06,46: 
O0=? <n i<T, < < I =1 
作为 线段 [0, 1] 的 一 分 法 , Ж, 


я 


`> |707) — (72-1) | = > |f (06,4) ~—f (00-1+ | 


bk = 1 


= > |F(¿)—F(¿,- |> N. 


于 是 ,如果 函数 F(z) 在 | — 2, 12] ня, HDR, fO) 在 
[0, 1] 上 也 有 无 界 变 差 (函数 ”成 z) 的 改变 量 的 模 数 之 和 可 以 大 于 任意 的 数 
№>0. т, 函数 F(z) 在 |, 1 raya. 


509， 这 个 题 的 解法 完全 类 似 于 上 题 的 解法 . 
510. |7 (2) | <АТЕГо, 妇 上 各 处 成 立 ; 那 末 , 对 Lo, 四 的 任意 一 分 法 : 
a= < < <. <¿,- <š, =b 
有 (由 拉 格 朗 日 (Lagrange) 公 式 ) 
AD 一 GD |= Р (тъ) (6 — Š, D |[<414,—2,-.[. 
这 里 ,rs 是 w 和 6, ZM м. 所 以 ， 


Ир — кеі а= АУ Cj| 


| =1 & =} 


= A(b—a). 
于 是 , 对 线段 [a, 之 任 一 分 法 ， 改 变量 的 模 数 之 和 不 超过 数 4(b 一 9)， 
即 是 说 , 函数 (2) 在 [a, 6] 上 有 有 界 变 其 
Ф Jm uen S. 当然 依赖 于 N. 
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511， 如 果 召 只 有 有 限 个 边界 点 , 那 末 ，Xs(z) 在 任意 开 区 间 上 有 有 界 变 
差 ; 这 个 结论 是 明显 的 ， 如 果 如 有 无 穷 多 个 边界 点 , Ж, ХЕ Ва, b] 
上 有 无 界 变 差 。 我 们 证 明 这 一 点 ， 给 任意 一 自然 数 驴 ， 从 (a,5) 中 的 一 切 边 
界 点 组 成 的 集中 可 以 选 出 六 个 点 且 将 其 按 递增 的 次 序 排列 : | 

| GH <z,<: <<. 
对 这 些 点 作 两 两 不 相交 的 邻 域 ; V (a), У), V (zs)，…F(Gzx)， 且 在 这 些 
邻 域 的 每 ~- 个 中 取 一 对 这 样 的 点 W q 使 СЕ, n €E, Ж, 


V (>l )— x, (epo [= 


于 是 , 函数 XX:(7) 在 线段 La， 5] 上 的 变 差 可 以 大 于 任意 预先 ЧЕН А М; 
因而 , ЖЕ. 
512， 不 一 定 。 例 如 : 
154 
(огото а а +], 
А2) = 


0, и, + | 之 外 ， 
>: f.(7) 在 闲 区 间 [0,1] 上 一 致 收敛 ; 在 这 个 闵 区 间 上 , 诸 函 数 fz) 中 


的 每 一 个 有 有 界 变 差 , 但 是 , 级 数 之 和 是 [0, 1] E BJ О 2 А, 
513， 设 |f(7) 一 了 (7) | 所 4|z 一 站 ,对 一 切 z€[a, b) 964, ь]. ЯЖ, 
线段 [a;5] 之 任意 分 法 有 : 
У |1020) 0,0) ХА 6- 146-0). 
因而 , 函数 jz) 在 [ca, b] ЕНН 2, 
514. зп | Гб) — (а) «Аа, 一 zz |° 对 线段 [a 5] 的 任意 上 成 立 ， 那 
+, 特别 对 一 切 z€[a, 8] 有 [f(z) 一 fla) | SA, ЈСО) — A< f(z)< f(a) + A, 
而 这 即 是 说 , 函数 f(z ЧЕ (0, БЕНЯ. 
相反 论断 的 证 明 是 显然 的 . 
515， 取 任意 一 对 属于 给 台 定 线段 fa、 b] 上 的 点 上 和 7， 我们 证 明 ГО = 
(т). ЗАВИС, пп 等 分 , 这 里 , 是 暂时 为 任意 的 自然 数 : 
= < <z,—< <, =1, vi 一 zi 一 了 二 . 


В, 
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[79-1 =1 Ла, ) ео) иј] 


< ats, -re = = а |6 
аше © 
=i 
РЛС ОА 1 нев B WB n Rir, NG Ч поо 时 
也 成 立 ， 注 意 a>l, 所 以 a 一 1>0， 我 们 得 
орет АЕ 


由 此 得 出 f(6) = fo. Т, 对 线段 [a， bj 的 任意 二 点 函数 值 是 相 圭 的 ， ВП 
是 , 在 这 个 线段 上 函数 f(z) 是 常数 ， 

516. 1 | f(x) 一 уа) «Ајаз, 对 任意 mik[a 5), аа, БВ. 
并 设 В<а, ЯЖ, 


Па — а 14а ит, 


<4121—2,]* 
 (6-а)в-% ° 


于 是 , 对 闭 区 间 的 任意 二 点 zu x; 满足 不 等 式 = 
| f (z) — f (z,) |<B|a— m], 
k, B= 6с, Niti, 函数 fz) 满足 ВИННИ. ` 
517. |70) — Л (а) |< A]z,—z,|“, 对 任意 的 х,а, b), г,ЄГа, 510637. Я 
ы фа. —п 6 — ап b—n 
确定 起 见 ,我 们 认为 m>0, ев ВС 8, А таат, т 
НЕ) —F(n): 


|206) Рт) |= |E]-|f(mt--n) — Ўто а) | 
<]. А. [т6— тт |К |: Ате |2— nl. 


[注意 , В £ л тинн", 2 一 " "| ЛЖ, теп туп 属于 


[a, bJ; 所 以 , 对 差 | f(më +n) — f(mn n) | S J 836225 22 56 t E. 合理 的 ]. 
于 是 , F(z) 在 相应 的 线段 上 满足 具 常 数 |K|4m* а ОНЗА, 
518. Я; 函数 


#223, 


РААТ ОРНО kalla абс aE EP SUK U ть PT т чьи -- 2, sü spa -II ДН 
. КА А AK> COP OKU нт ee а ааыа 


1 1 
ко {аә 3006 
0 , 4х=0 
在 闭 区 间 | 0, + | 上 是 连续 的 , 且 在 这 个 闭 区 间 上 严格 增 (因而 , 它 在 闲 区 间 上 


有 有 分 变 差 )， 我 们 证 明 这 个 函数 不 满足 任何 ао 阶 的 里 普 希 2 条 件 ， 设 
а 是 0 和 1 之 间 的 任意 一 个 数 . 我 们 证 明 ， 对 任意 4>0， 存 在 这 样 的 二 点 


О К 


为 了 选择 z, ВНЕ а-о, КРЛ оо, 


O| 
_ 
00970] =lim— 10-027 = Шт ах`“ — 00, 
所 以 ,对 任意 4220, 可 以 选择 这 样 的 za в 00014, 由 此 得 出 


|/(z,) -f(0)|>A|z,—0]“%, Им, f(z) 不 满足 c 阶 的 里 普 希 获 条 件 ,0<c 
<1. | 


319、， 设 1 十 Go 十 G3 十 十 Gs, 十 是 任意 的 项 为 单调 减 的 正 项 收敛 级 
数 ; 并 设 其 和 等 于 в. 在 [0, 8] 上 构造 函数 f(z): 
f(7)=0, 在 点 0, au а. +а,, G1 十 Gs 十 G3, °°; 


б) =. ЕД ау+а ta t 92 (1,2,3, =); 
}(8) =0; 
f(z) 在 任意 形 如 | au 十 … 十 Gu- аа, а) [tt + 


ба, аа, аа, Тао, | Ë о | 的 线段 上 是 线性 的 (这 个 函数 的 


贴图 参看 图 48)。 这 个 水 数 在 闭 区 间 [0, s] 上 连续 ， 且 在 其 上 有 无 界 变 差 ,不 
管 原 先 的 级 数 qi 十 Gz 十 8; 十 … 十 G4 十 … 是 怎样 的 级 数 ， 为 了 证 明 变 差 无 界 这 
个 论断 ， 我 们 用 成 : 


= G, 8; +5 a, таг, a, -- в, -|- 之 "G0 +04, 


划分 线段 [0, sj, 这 里 ,& 是 任意 自然 数 ; 对 这 一 分 法 , 计算 函数 的 改变 量 的 模 
数 之 和 2: 
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[7 грі и а а роіи РН т іЫ авы ъа 


=, = 19) (0) 


17,97 (8-) 


+ ja +92) | 


аа ааъ +98) 0 |а) аа, | 
1 1 1 ] 1 1 


] ] I 
=1f1+++++- ++) 
由 北 看 出 ， 选 择 充 分 大 的 六 可 以 使 和 
ж, 任意 地 大 .因而 , V f(z)= со, 
ЯЕ Е а, а, + а, + 
…, 使 函数 f(z) 满足 给 定 阶 数 的 里 普 
ТА. 15 M (zi, 9,), М,(2,, 9.) 


Е В ГЕЈЕ Е] —#k Et 上 的 两 点 
(参看 图 48). ЖЖ, и. +a,- <, о а; 


ss — 
+ + - 
< 和 ai 十 … 十 ao - 2, ЗВ, |0, ç ë £ š 
2 +++ 
1 кс 
= о + + 
— __ ғ п _ с & 
z, | Е|2, т: |, 这 里 天 а, = аг" + 
2 sl 
因而 ， 图 48 
2 2|z,— |!" 28.7%, 
= 一 一 一 一- 一- 一 和 1 | “< 一 一 — x, 15% 
17, 9 | га) ‚— | па. |2, z, | < ла; |2 т. | 
2 
= T — T |“, 
|a= 


选择 这 样 的 {a,}, E 是 有 界 的 (对 一 切 #)， 在 不 破坏 级 数 Ха, 的 收敛 性 

下 , 这样 的 级 数 是 可 以 作 得 出 来 的 ; 对 此 , 只 要 取 а, ФТ. ЖЖ, НЕ 
T 

于 函数 图 形 上 同一 线段 上 的 任意 二 点 z 和 z; 有 


| G.) 一 ri) | <2|7Z,—z, а, 


Вед, т, Е ВАО, s] БИЈЕ, 不 在 国 数 图 形 上 的 同一 线 恨 上 , 例如 : 
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І! а-а, q 81-1 +9 |, 


д а, Ба, +58, аи а, ito, | 


BF, (Р 49)9。 通 过 图 形 上 的 点 Ms:( 横 坐标 为 z, УКУЕВ. 找 出 它 
А М, ( 横 坐 标 为 2) 所 在 的 图 形 线 段 的 交点 设 这 个 交点 是 M (5, n). 5 
证 |z, —z/1>]£—z,|; 此 外 ,f(x2) = РС). И, 

|fGz,)—f(z) |= ]/(£) -f(2) 1621—2112 |1. ха |“. 


9 


| 
М, 
Ww 


图 49 


于 是 ,不等式 | f(z.) — f(z) | <2|z,—z,|“ 对 线段 [0， ЕАН 
即 吓 说 , 函数 fz) 在 这 个 线段 上 满足 a 阶 的 里 普 希 蒋 条件. 
注意 , f(z) 在 线段 [0, 5] 上 不 满足 6 阶 的 里 普 希 获 条 件 , ха Ве в 


b, 
一 结论 可 以 从 lim О 0601 оная 8 аа, a+ 
Gs, ets) 事实 上 ， 
1 
ШРИ» убо, 1 _ А = 93 
lb,—c | — (y í 1 Y НЕ. 
| < ( / 
当 n— oo 有 时 ,最 后 的 式 子 趋 于 无 穷 . 
520. 用 pc(z) 表 上 面 例子 中 的 函数 ， 它 满足 a 阶 的 里 普 希 获 条 件 。 但 


i Ф. 如 果 , Дл №: 2 — 4: s, ЖК, 证 明 是 类 似 的 
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et а ЩИ ---- 5 -96- =—-=-.. 


不 满足 任何 8>a 阶 的 里 普 希 欧 条 件 ， 此 外 ， Жо, ES 5) 二 的 和 数 ， 


«<= |З 
К =1 


现在 , 我 们 构造 要 求 的 函数 妃 z)， 为 此 , 在 线段 [0, 1] 上 给 出 点 序列 : 
ъа 
ОХ 2,91, М посо 时 )， 在 每 个 线 展 [5 ， 所 + 上 用 下 面 的 方法 给 出 
f(a): 
а) 如 果 是 偶数 , 那 末 , 命 То, CE = 5) (这 个 函数 可 以 


ВЕ — 


由 pi(z) 按 雏 毕 标 轴 压 缩 n f, ВОВСЕ = ik, EINER 


移动 一 个 量 š, 而 得 到 ). 
б) а, 那 末 , б /0)= 9 es а) 


n + 1— én 


这 样 一 来 , 函数 f(z) 在 半 闭 区 间 [0, 1) 上 处 处 有 定义 ; 再 用 等 式 f(1) =0 
补充 在 点 z=1 的 定义 后 ， 我 们 得 到 的 函数 f(z) 在 闲 区 间 [0, 1] 上 处 处 有 定 
义 而 且 连 续 。 函 数 f(z) 在 这 个 闭 区 问 上 有 无 界 变 差 ( 函 涩 (5) 的 路 图 ,参看 
图 50). 

这 个 将 数 在 线段 [6 5,1 上 满足 二 阶 的 里 普 希 获 条 件 , 但 不 满足 


阶 的 里 音 希 次 条 件 ; 因而 , 在 整个 线段 [0，1Jj 上 不 满足 任意 ac:>0 阶 的 里 普 希 
ХАТ, 


| > lh W А а 


521. 2312 Га, ЕВУ: 
a=xz <z,<z,<:-. z, == b, 


估计 函数 5 二 ~ 的 改变 量 的 模 数 之 和 (对 选 出 的 分 法 )， 


К) 
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а а-и агн ВА -ii ww -we wa Er 


п 1 А _ 
2 fe) Таки -fd Ta 


š (2) —Í (r...) 
<l J 2:1 | 
# = 1 


因为 ， (а) Z= e, |}, А 
n А А 
之 Fe Та |а 2-17) — f(x,.) | 


对 线段 的 任意 分 法 都 成 立 ， 对 这 个 不 等 式 的 左 、 右 两 部 分 取 上 确 界 (关于 所 
有 可 能 的 分 法 ) 得 到 : 
VR GS. <: у f(z), 
由 此 得 出 函数 了 5 的 变 差 的 有 界 性 ， 
522. а) 充分 性 ， 设 函数 РО) то 连续， JT TE BB в 数 f(z )#E 5 
х, 的 连续 性 ， 设 А220, 那 末 ， 


+в) = f(zo <V НО 
РА Z+) 

而 о V f(z) = ү f(7)— Vyro- РВ) -Е(2,). 
BD х1, ев — ка) РОСИ Р(х). НЕ РОГ) ТЕ zo 的 连 
23; 续 性 得 出 ， 当 h— + 0 时 ， Дю) — — f (z) —0, R A, 国 数 Кі) To 右 连 
续 ， 类 似 地 可 以 证 明 f(z) 在 点 x。 ЕЕ, 

б) 必要 性 ， 设 f(z) 在 点 zo С[о, 如 连续 ， 我 们 证 明 函 数 了 F(z) 在 这 点 的 
右 连 续 性 ， 取 任 一 。>0， 我 们 证 明 存在 这 样 的 h>0, М z<£<m 十 hh 时， 
|122) -Е(1)|<е. Я НЕВЕ, ХО: <<<... 


h 
<z,=b, 使 其 函数 的 改变 量 的 模 数 之 和 同 变 差 V f(z) 之 差 不 大 于 e/2; 同 


时 , 总 可 以 认为 点 z, 是 如 此 接近 于 ze, АВЕ) Сао) |<e/2( 如 果 点 
х, № z 太 远 , 我 们 可 以 增加 一 个 分 点 到 诸 分 点 中 , 使 之 充分 接近 于 zo 增加 
一 个 分 点 到 庄 分 点 中 只 可 能 使 和 数 增加 )。 于 是 ， 

10) -fe,-01> V e= £, 

k=1 
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a Fe FE ,cc ee wala. а. ла I Ul е наа нае Fin 


ВП 


У о ар Иан += а) fGa) | + S 1fG,)— 
= 一 

一 了 (zt)| t+ V Ка) = Vv (т) =. 
所 以 


V fGy— V Hz)<e， 


V f(z)<e, 由 此 得 出 VV Hz)- V Кр<е. 


Bu 1С z, =z +h, 得 出 
F(z rh) — F (z) <е. 
因为 , F(z) 是 增 函 数 , 那 末 , 由 此 得 出 , 对 任意 £ ло СЕС h, 有 
IF(£) —F(z.) | <е, 
ВИНЕ РО) #E Е zo 的 右 连续 性 . 
函数 PCz) 的 左 连 续 性 可 以 类 似 地 证 明 . 
523， 这 个 问题 中 的 论断 是 上 面 问题 中 已 证 明了 的 定理 的 直接 结果 ， 
524， 用 下 而 的 方法 表 函 数 ЈС) = cos?z 为 增 函 数 之 差 的 形式 ; 


fG)= V f(z)—o(a), 
这 里 ， gz)= V J(z)— Кг), 


1—coszz, 235 0<z<” о 


H 


此 地 Vv =l 


1 + cos2z, ч 2-а, 


1— 2cos2z, 当 0525, | 
g(z)= 
1, що <<. 


(参看 图 51)。 
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| 

' 
二 

2 


图 51 Е 图 52 
525. sin & = p(t)— (r), 这 里 ， | 


зіла, 当 0<z< 


| ka. 
$(;)=<2— sin z, 3 тал, 


4 十 sln z, 3 5-л<а<2л, 


0, 当 0<z< > 
0(1)=<2—2 sin z, миа, | 
4, щл а 2л, 


(参看 图 52). 
526. J(z)=@(z)— (2), 这 里 ， 


z, 当 0<z<]1, А 
= 


| I 

I [ 

人 — у=ф(т) - 
T g= v (z) 


2, 4 z=1, 
É, 当 1<zr=<2, 1 
| 
24? 当 0<0<1, 
р) | | 
2, 41<:2<2. ! 
(参看 图 53). 图 53 


| 
| 
{ 
2 


3 
527， 在 整个 线段 [0,2] аж: М f(zy=7, ЕВ, Пя 
б 


[1, 2] 上 的 变 差 .VY f(z)=5, V f(z)=2, 用 下 面 的 方法 可 以 表 函 数 
0 8 
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i - 一 


КЖ 29: 
f(z)= p(z)— р(=), 
这 里 ， 


22, 4 0<2<1 рУ 
ro- 当 z=1, 002) = А гри 
24-5, 当 1< 552, w 
528. 从 ja 一 | 宇 la| 一 1B1( 对 任意 数 a 和 6) 得 出 这 个 结论 ， 所 以 ,在 
任意 分 法 下 有 : 


二 | feol-lfG,-o1|#SCIfao-fa, l< V Ко. 
k=1 k =1 G 
因而 , ВА Ж | {(2) | 8 Я, 而 且 ， 
У Ifay|< V Ja), 


1, 5 z 为 无 理 数 ， 

Чт 为 有 理 数 . 

ЗВ, |J(z)| 三 1 因而 |f(z) | 在 任意 线段 [a, 妇 上 有 有 界 变 差 ， 但 f(x) 在 同 
一 线段 上 是 无 界 变 差 函数 . 

_ 530. Яя. Ш, Гане, |Р) [а ЕЯ 
函数 , 那 末 , РО) га, bl] Eb E. РВА, ПЕНН. 

“ 取 线 段 [a, 5] 的 任意 一 分 法 , 并 用 o 表 对 这 个 分 法 函数 f(z) 的 改变 量 的 
模 数 之 和 。 如 果 , 在 这 个 分 法 的 某 一 线段 (x4-1, Е, иж f(z) 不 变 号 , Яр 
Ж, 函数 在 这 个 线段 上 的 改变 量 按 绝对 值 等 于 模 函 数 的 改变 量 ， 如 果 ; 在 
线段 (zs -by zs) 上 函数 变 号 , 那 末 ,根据 连续 性 , 函数 有 7) 在 菜 一 点 Ei (z, - < 
С.<х,) 590 20, 在 线段 (ze en 和 (和 zs) 之 每 一 个 上 , 函数 的 改变 量 
按 绝对 值 等 于 它 的 模 函 数 的 改变 量 , 所 以 ， 

[fo 一 1) | < 11(х,)— РТ (Es) | + (Е, — (2,1) | 

= (|ба) РСС У НАСТ, - 1) | |. 
于 是 ， 对 给 定 的 分 法 ， 函 数 有 f(z) 的 改变 量 的 模 数 之 和 o 不 超过 对 某 一 分 次 
(就 是 上 面 那些 点 £, 加 到 诸 分 点 中 得 到 的 分 法 ) 函 数 |f(z)| 的 改变 量 的 模 数 
之 和 0o*， 而 o* 又 不 大 于 函数 1f(z)| 的 变 差 ( 按 条 件 , |f(z)| 是 有 界 变 差 函 
。23T 。 


а) 17 


En iii i т a -Er -Te гы rr CH Ee Ee se слете рат Си rr 


Ж). И, о<о*< V |fl. +, 对 线段 [o 轨 的 任意 分 法 ， 和 数 o 不 超 
ну 1 因而 ,f(z) 是 有 界 变 差 函 数 , 而 且 ， 
5 b 
V f< V Il. 
5 b 
注 ， 从 上 一 题 的 解 中 已 得 出 V < V К), 将 此 不 等 式 同上 面 得 到 


的 不 等 式 比较 可 知 , 对 连续 函数 f(z) 恒 有 等 式 ，V f= V If 
531. a) 必要 性 ， 设 f(7) 是 [5, b] ЕМУ ЕР; АЖ p(3)= 
V í ata 中 上 的 增 函数 ; 显然 , 对 任意 h>0, 它 满足 所 给 的 不 等 式 , 因为 ， 


ХРА 2+ 


| (2-1-2) —– (2) <У f= У f— V =o(z 十 内 一 (=). 


6) 充分 性 . & 亿 ?) 是 [a, 6] 上 给 定 的 函数 ， gp(z) 是 [a,5] 上 这 样 的 增 函 
数 , 使 对 任意 的 xfa, 58] 和 任意 的 有 >>0( 使 xz 十 heia, 861) 满足 不 等 式 : 
1f(z 十 了 一 大 | 委 p(z 十 有 一 p(zZ)， 
为 了 证 明 jz) 是 有 界 变 差 国 数 ， 我 们 用 点 a=z <z,<z,<- <r,- I <z,=5b 
划分 线段 [La, b], 并 估计 f(7) 的 改变 量 的 模 数 之 和 |: 


o= у Nf) -fd У 9020) – Ф(вь-)] =Ф(6) — (а). 


K =1 k=1 f 
于 是 , БЖИ ВЕ Го, БМ РАВ p(b) 一 p9(q); 因而 ， 
fz) тз, 而 且 ， 


V J(z)<oe0b ~ фа). 

532. ыы 
2? sin 一 ， . 当 2-0, 
0, 54 z=0 


在 线段 [0, 1 上 有 有 界 变 差 得 出 来 ， 这 个 国 数 有 有 分 变 差 的 证 明 与 506 题 的 
232 ° 


解法 相同 . 

533。 这 条 曲线 的 非 可 诬 长 性 从 所 给 孔 数 在 [0，1]1 上 没有 有 和 客 变 差 得 出 
来 ; 这 个 函数 变 差 的 无 界 性 ,可 利用 解 507 题 的 方法 证 明 ， 

534. 皮 亚 诺 曲线 是 不 可 度 长 的 (事实 上 , 因为 , 它 填 满 了 整个 正方 形 , 所 
以 ,在 正方 形 中 可 以 作出 长 度 充 分 大 能 折线 来 )， 因 而 , ИМ фә) рсе) 9 
至 少 有 一 个 应 该 是 无 界 变 差 国 数 ， 从 皮 亚 诺 曲 线 的 构造 知 , ХТ т 
全 平等 的 ， 因而, 当 这 些 函数 中 之 一 有 无 界 变 差 ， 而 另 一 个 是 有 界 变 差 的 情 
况 不 可 能 出 现 ， 即 是 说 ， 这 两 个 国 数 p (t) М ОСЛЕВ РЕ 0551 Е № 
变 差 . 

535， 当 参数 上 取 遍 从 1 到 (0 的 值 时 ， 在 平 
и Е М (+, у), 实际 上 沿 连 接点 (4,9) 和 (6， 
6) 的 线段 运动 ， 同 时, 点 媒 是 沿 这 条 线段 进行 振 
动 的 ， 这 样 一 来 , 由 这 些 参 数 方程 给 出 的 线 不 是 
上 面 说 的 线段 ， 而 是 具有 无 穷 多 节 的 (所 有 一 切 
节 都 在 线段 上 ) 折 线 4B,8,8B,…0( 参 看 图 54). 
这 条 折线 不 是 可 度 长 的 . 图 54 

536， 在 50， 切 上 有 有 界 导数 的 函数 Кг) SE НУЛЕ 22 и Sg (2: 510 
RH); 因而 , 曲线 z= f (z) 是 可 度 长 的 ， 

537. ИЖ z=g(t), y=0(t)fE[0, 1] 上 有 有 界 变 兰 (参看 510 а); H 
而 , а= ф(г), у= (г) нр А). 
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538. Iza 是 任意 的 数 . 容易 看 出 : 
ЕС) >а) =Е(Кх)>4/ a). 
因为 ， 由 条 件 FC7) 是 可 测 函 数 ， 则 集 ЕС)>3а; М, 因而 ， 集 
Ех) а) ижа 也 可 测 , ВИ 3 [ f(z 1° 可 测 ， 
539， 不 能 得 出 可 测 性 ， 例 : 设 
i) Ы 
函数 (2) 不 可 测 ， 然 而 函数 |f(7)|( 它 恒 等 于 1) En TJ. 
540. ЕТ а 的 点 列 a,>a,>as,>-.., ЖТ b 的 点 列 8,<8,< 
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шша ашаа игала а авлаа PP Pe PT о ` 


В.< .*., 显然 有 
(a,b)= (|) [аь В. 


i =1 


В,=10,, B 10 EOUU(z)> e) 
М. ВЕК (а 0) 8 є) >с By DS Ж E(J(z)>- c) 58 +- 
一 切 Е, 之 和 : 

E(J(z)>> c) = б Е; 


ЖЕ, fE c ЕИ ЕСУ с) М, BB f(z) 在 开 区 间 (a,5) 上 可 测 
УБ А а, 5) 570518 (а, b) 只 相差 一 零 测 度 集 ， 则 函数 f(z) 也 在 闭 区 
间 [a, 5] 上 是 可 测 的 . 

541， 是 可 测 的 ， 它 与 函数 e(z)=z' 只 在 一 个 零 测度 集 ( 康 托 集 的 子 
集 ) 上 不 相同 ， 这 表示 函数 了 (zx) 和 p(x) 等 价 ， 但 p(z) 在 闭 区 闻 [0，1] 上 可 
М, 因而 f(z) 也 在 这 个 闭 区 间 上 可 测 . 

542. 考虑 函数 


ео Леа) Кт) 


1 L 
П 


它 在 | a,5 一 二 | 上 有 定义 且 可 测 ， 对 所 有 的 z, BË Ио.) =f'(z) 存在 
因而 在 闲 区 间 | а, 2—2. | 上 ,极限 函数 (2) 可 测 | 


又 因为 半 闲 区 间 [a, 8) 是 闭 区 间 | a,5 一 亡 | 之 和 ， 则 了 拓 (z) 在 半 闲 区 加 
[a, 8) 上 可 测 ( 如 同 540 题 一 样 ， 容 易 证 实 这 一 点 )。 于 是 (7) 在 整个 闭 区 
врея, | 

543. 如 果 Хат) Е ЖЕНЕВА Ж, 则 

Ч 4 之 0 PF, E(X,;(z)>a)= (ЖФ Аа); 

当 0<а<1 r, Е(Х;(2)>а) =Е; 

当 4—1, E(X ;(z)>a)= %. 

出 此 看 出 : 当 吾 是 可 测 集 时 , ИЖ (ТМ, Ti E а, В 
ХЕ), 

544， 用 下 面 的 方法 来 作出 函数 f(z)， 设 五 是 直线 上 具有 下 述 性 质 的 
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可 测 集 : 对 于 任意 的 开 区 间 (a, В), + Er (a, D) 的 测度 异 于 零 ， 而 且 集 СЕ 
П (а, ВЕНЕ СЕ 359 题 时 , 已 作 过 这 种 集 的 例子 )， 我 们 就 把 
BH k ВУИ ЈО) ХС) С ЕВЕ). РЕНН 间断 (因为 
在 含有 这 点 的 任意 区 间 上 , 函数 的 振幅 等 于 2 如 果 在 测度 为 零 的 集 上 改变 
Хх РАНЕ, 则 在 任意 的 区 间 上 , 振幅 只 可 能 增加 ， 因 此 , 在 任意 的 测 ] 度 为 
З K L, 改变 这 个 国 数值 后 нев БВ. 

545. [7(1)]8=ф(2), 显然 有 

9 с<а іў, E(go(z)>2 e) = E; 

当 ase <b М, E(g(z)> c) = E(f(z)> c); 

当 с226 hh, Е(ф(ї) >с) = Ф. 

ЖЕН (ет, М Еф) >с) ЕН с 可 测 ， 即 函数 ф(х) 
А (Ај. 

546. 15 у= (т) йа, 积 XCZz),f(Z) 几 乎 处 让 等 于 堆 ， 因 此 函数 
Хт): Кг) ss E SS T S BJ СНП а ВА) И. ВНЖ (г): 
fCz)yal ml. 

547. 2 — WE ASME, G It-—3 JOE IK EMB T i SE rZ 
22, ТЕ ШЕ Ру НУ. 

548. БР, 是 08 轴 上 的 开 区 间 (a, В), Ж (а, В) = (со, 8) П (а, 十 
s)， 册 于 国 数 (7) 的 可 测 性 , 无 限 区 间 ( 一 co, В) (а, +ecc) 的 原 像 是 可 测 
的 ， 又 因为 两 集 交 的 原 像 等 于 它们 原 像 之 交 ( 参 看 37318), Га, В) = 
f '(— о, ВП (a, +оо). НБА Впр, 

如 有 条 E, 是 08 轴 上 的 任意 开 集 ， 则 它 是 可 数 个 开 区 间 之 和 ， 为 了 证 明 
РСЕ.) ЕЖ, ЕН ЕВО С, АКЕ 原 像 之 和 ( 参 
看 375 题 ). 

如 果 E, Е, Е, = RNE,, НН R E: Оу, 而 E. вилл 3 
个 直线 的 原 像 是 可 测 集 ， 且 开 集 E, 的 原 像 也 是 可 测 的 ， 则 它们 差 的 原 像 也 
是 可 测 的 (参看 374 题 ). 

ШЕ, 是 Gs 型 或 Fo 型 集 , ШЕ, 的 原 像 也 是 可 测 的 (类 似 地 证 明 ). 

349， 可 测 集 的 原 像 不 一 定 可 测 ， 举 出 一 例 来 说 明 这 点 . 

ВЕ ЕЕ Ж y= 二 tr(7)( 它 已 在 494 题 作出 了 )， 我 们 已 经 知道 , 它 在 闭 
5.181 E= 0, 1] ЕХ 182589, НЮ ЕЯ Oz 轴 上 整个 闭 区 间 Е, = 
[0,1]. МН, 康 托 集 DC 如 被 映 成 闲 区 间 E, 的 一 切 数 所 成 之 集 , 而 集 CD 被 
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映 成 这 个 闭 区 癌 的 二 进位 有 理 数 所 成 的 集 . 

现在 我 们 构造 函数 B(z)=z 十 r(z), 它 是 严格 增 且 连 续 的 ， 它 把 Oz $h 
的 闭 区 和 间 [0, 1 一 对 一 地 映 到 Оу 轴 的 闭 区 间 [0, 2]， 辐 时 ， 集 CD 变 为 测度 
为 1 的 集 (因为 CD 的 每 一 开 区 间 变 成 同样 长 度 的 开 区 间 )， 因 此 , & D tas 
Ж Оу 轴 上 闭 区 间 [0, 2] 上 的 ,长 度 为 1 的 闭 子 集 了 (参看 图 55 上 的 函数 у 
ZB(z) 的 略图 ). 


图 55 

最 后 , Еж (7) 的 反 函 数 ( 记 为 z=gp(9))， 它 是 连续 的 (因而 也 是 可 
测 的 ), 并 且 把 闭 区 间 [0, 2] 05 一 对 一 地 上 映 到 闲 区 间 [0, 1]COz Е. М, 
把 集 五 (其 测度 为 1 ) 变 为 D( 图 56), 

集 王 (如 同 每 一 具有 正 测 度 的 集 一 样 ) 含 有 不 可 测 子 集 , 例如 子 集 4CF 
这 个 子 集 的 像 4) 是 康 托 集 的 子 集 ( 即 集 gy( 了 ) 的 子 集 )， 但 每 一 个 零 测度 
集 的 子 集 可 测 ， 因 此 , B= 二 p(4) 可 测 . Ел, ЖЕ, ЕНУ А 
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550. ЖЕЖ (z )# FE ЕА АБТ E di É К E, 可 测 ， 还 不 能 推出 
Е (Bo) 的 可 测 性 ， 用 例 来 说 明 这 一 点 . 

НЗ Ф(х)=х-т(1), Ж тбт) ЕЖЕ (НН). 国 数 
Q(z) 把 闭 区 间 [0, ICOz 变 成 (一 对 一 连续 地 ) 闭 区 闻 [4 2] С Оу, 并 把 康 托 
Е DCOz 变 成 某 一 子 集 РСО0у, ШВ. mF=1. ЖАНЕР а, 
而 8 二 "1(4) 是 集 和 4 的 原 像 ， 于 是 集 B 可 测 ( 因 为 康 托 集 的 测度 为 零 , 而 它 
又 是 其 子 集 )， 

Тж, В ау, 而 4 十 (B) 不 可 测 ， 而 实现 映射 的 出 数 是 可 测 ， 其 至 连 

351， 证 明 函 数 y=f[g(t)] 的 可 测 性 ， 设 a 为 任意 的 数 , РЕ, ЕЕ, 中 
使 不 等 式 ya( 即 (7) 二 a) 成 立 的 x 的 集 是 Oz 轴 上 茶 个 开 集 矿 和 和 集 忆 ,的 
55%. 

现在 为 了 在 Ot ЕЗ НКЕ у= фс) >а МЕЖ, ДА ФС) 
[` (E, 成 立 的 一 切 点 集 A; 或 者 ,一 样 地 , 找 出 使 p(t)€1 的 点 集 ， 即 找 集合 
的 原 像 9 (T). 但 是 ,如果 是 可 测 函 数 , 而 三 是 开 集 . Шо (ГИ 


(D 由 于 函数 z=qg(y) 的 一 对 一 性 ， 在 这 个 情况 下 ， 由 等 式 B= 二 pg(4) 推 出 A= 
(В) МАЯ Вс). 

是 ”如果 在 全 直线 上 给 出 了 连续 函数 у=Д (2), МЕ Ov БЕР 
Oz 轴 上 上 的 开 集 (参看 381 题 )， 如 果 国 数 揭 定义 域 〈( 集 怪 ) 不 为 全 直线 Ох, MUI] E 
方法 容易 证 明 ， 开 集 的 原 但 是 集 Е, 同 Oz 轴 上 某 开 集 己 的 公共 部 分 ， 

= . 237. 


н ваа x air 


看 548 88). TE, 对 于 任意 的 @ # fE p(t)]>a PJ t ЕЈ ну iW), Не 
数 [ФС] Г. 

552. НЕРЖ т=Ф(ЮЕ Е=[а, В] ЕЕ у= ј(т) д нр А 7 
能 推出 复合 函数 y=ffp(t)] 在 瑟 上 是 可 测 的 结论 ， 例 :， 设 2 二 gp(t) 是 函数 
ti 一 Z 十 r(zZ) 的 反 冰 数 ， 此 处 ，r(z) 是 定义 于 06241 上 的 康 托 函数 ， 于 是 
2=Фф(1) 0 05152 БЕ, МЫ 0<а<1 Е (9 В в СМ 56 便 为 
х==ф(1) Ш). ДЕ 549 题 时 已 证 明了 下 面 的 事实 : 在 这 个 闲 区 间 上 有 
一 可 测 集 B(BCr0,1]COz), 共 原 像 4= 2-!B) 是 08 轴 上 的 不 可 测 集 . 

现在 把 集 召 的 特征 函数 当 作 可 测 函 数 y= 702). М В НМ, 它 也 是 
可 测 的 . x 

但 是 ,了 的 函数 yfig(t)] 不 可 测 ， 为 了 说 融 这 一 点 , 只 要 找 出 使 > 0 
的 一 切 t 而 成 的 集 就 可 以 了 不等式 y>0 Р 268. 而 使 z€B 的 上 所 成 
之 集 是 4, 即 非 可 测 集 . | 

+E, & f[p(t)]>0 的 所 有 t 而 成 的 集 4 不 可 测 ， 即 是 这 个 函数 不 
可 测 . 

553， 任 何在 fa, ПЕНИЕМ, 自在 [a b] 上 至 多 有 可 数 多 
个 间断 点 (因而 间断 点 集 之 测度 为 零 )， 这 些 条件 便 是 使 函数 在 [a, b] L 3E 3 
可 积 的 充分 条 件 . ис 

554， 不 可 积 ， З ЖЕНЕ GC Га, 8] 上 处 处 间断 , 则 它 的 间断 
点 所 成 集 有 正 测度 , 这 样 的 函数 在 [a, 5] 上 不 可 能 是 黎 曼 可 积 的 

555， 击 函数 在 任意 的 闭 区 间 [ae, В] (a< a< B< b) ЕЮ нЕ, 还 
不 能 推出 这 个 函数 在 全 闭 区 间 [a, 5] 上 的 可 积 性 ， 函 数 | 


fz) = B 当 z==0, 
0, 3” 20), 
就 可 以 作为 这 样 的 例子 . 
ЛЕЙ] ВИО, 1] 上 非 黎 曼 可 积 (由 于 无 界 性 )， 但 是 它 在 任意 的 闲 区 间 
La, Bi(0<a<p<1) 上 可 积 . о 
556. 119: ЈС) Га, 四 上 有 界 ， 且 在 任何 的 闭 区 闻 !1a, 8)(a< a< p< 
0) 上 黎 曼 可 积 , W| e ese S Bl А Са, 5] ат Я. ПЕ. 
因为 函数 在 任何 的 闲 区 间 [fc，6] 上 黎 曼 可 积 ， 则 特别 地 ， 它 在 闲 区 疗 
СЕТЕ ЕЯ. ИЕ РЕНИ, МИ 
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点 所 成 的 集 的 测度 为 零 ， 用 表示 在 | o 十 二 ,8 一 二 | БА ДИ 


之 集 . 于 是 在 [a, 8] 上 所 有 间断 点 所 成 之 集 等 于 一 切 Е, 20, 也 许 , 还 要 加 上 
点 a 和 5 (或 者 它们 中 的 一 个 )， 而 又 因 对 于 任意 的 mmB。,=0, B| m | J Е, 


=0， 把 闭 区 间 [a, 中 的 一 个 或 两 个 端点 加 到 集 ОЕ, 上 ， 注 不 改变 这 个 集 的 
测度 ， 因 此 , 在 [a, 5] 上 函数 的 一 切 间 断 点 集 的 测度 为 零 ， 又 因为 按照 条 件 ， 
函数 在 [a,b] 上 有 界 , 则 它 在 fa, 68] 上 黎 曼 可 积 . 
557， 设 函数 pg.(7) 在 闭 区 间 [a, 5] 上 歼 曙 可 积 ， 且 序列 {p,(7 阔 在 这 个 
闲 区 间 上 一 致 收敛 于 f(z)， 我 们 证 明 f(z) 在 [a, 85] 上 可 积 . 
a) ЖЖ ту. Е, ЕЛЕК, (гуу вр ЎСЕ), 则 对 任 
В: 2220, 特别 地 ,对 e= 1, 能 找 出 这 样 的 N, 4 n= N 时 ,就 有 
| If(z2)—@,(z)|<1 x 
ЖУ. 34 n= N 时 ,这 个 不 等 式 便 成 为 
Ра) фук) |<1 
或 
gI (z)—1<J(z)<1+ px(z). 
Я px(z) 一 1 和 ox(z)+ 1 fE[a, b] EA PL, 则 函数 f(z) 也 在 [a,， Б) Е 
有 界 . 
6) 函数 (7Z) 的 间断 点 所 成 集 的 测度 为 零 ， 为 证 明 这 一 点 ， 我 们 用 Е, 
т ps(z) 的 间断 点 所 成 之 集 ， 于 是 mE。 二 0、 再 用 4 表示 集 [a，5b1\ 
ЈЕ. ЖАЮ Ьа. 


在 每 一 点 zo64, 一 切 函数 p(z) 是 连续 的 ,于 是 在 点 ru， 极限 函数 f(z) 
也 是 连续 的 (由 于 序列 的 一 至 收敛 性 ), 即 是 函数 用 2) 只 可 能 在 集 U E, Ем 
断 ( 也 就 是 只 在 测度 为 零 的 集 上 ). 

这 样 一 来 ,函数 fz) 在 [a, 妇 上 有 界 ， 它 的 癌 斯 点 所 成 之 集 的 测度 又 等 
+, 因而 f(z) 在 [a, 5] ЕЕ SY B. 

等 式 | f(z)ds 一 lim| фа Со) ба ВЕ ЗЕД — ОА Е 8 
序列 的 等 式 的 证 明 . 

558， 由 mE=0 还 不 能 推出 ХОА. 9: РГО, 1] 上 的 有 
ЯГ Ж, И] mE 一 0， 但 是 Xs(z) 在 [0, 1] 上 不 可 积 (这 个 函数 的 间断 点 
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ВН ЕЯ НГО, 11). 
559. ЛЕ [а,Ь БАСК, ЖЕН ХС) а, 6] Е 
受 可 积 . 


例 ， 设 刀 是 闭 区 间 [0, 1] 上 的 ,其 测度 等 于 -的 , 无 处 和 密 的 完备 集 ， 于 


是 Xs(7z) 在 集 召 的 全 部 点 上 间断 ， 即 在 正 测度 集 上 间断 ， 因 而 ， 消 数 X (z) 
在 [0, 1j 上 上 不 是 歼 曼 可 积 的 ， 
500， 从 马 是 无 处 稠密 的 零 测 度 集 ， 还 不 能 推出 Xe(z) 的 歼 曼 可 积 性 . 


Я: ХРАМЫ НО, 1] Е №, 测度 等 于 三 的 , 无 处 秽 密 的 完备 集 ， 且 如 是 


一 切 邻 接 区 间 的 端点 所 成 的 集 ， 于 是 , ЕО Ч Ен), ВЕ 
无 处 称 密 ， 但 是 特征 隧 数 Xs(z) 不 仅 在 集 吾 的 点 上 ， 而 且 在 上 ( 即 在 具有 
正 测度 的 集 上 ) 处 处 间断 ， 因 而 它 不 是 黎 曼 可 积 的 . 

561， 可 积 . 这 可 由 以 下 的 理由 推出 ， 闭 集 的 一 切 边 界 点 含 于 这 个 集 
rh, 因而 集 忆 的 边界 点 集 的 测度 等 于 零 ， 而 特征 函数 Xzs(z) 只 是 在 集 允 的 边 
界 点 上 间断 . 

562. W E ETa,bl ЕК, НЕ ИЖ. ИЖ Xa(7) 在 集 巨 的 全 
部 点 间断 , 而 在 余 集 [a, ЛЕ 的 爹 部 点 上 连续 ， 因 此 ， 函 数 Xs(z) 的 间断 点 
集 的 测度 为 零 ， 此 外 , 因为 这 个 函数 在 [a, bJ 上 有 界 ， 则 在 这 个 闭 区 间 上 , 它 
是 黎 曼 可 积 的 , 

563， 在 397, 398( 当 с,—+0), 408 题 中 给 出 的 函数 在 [0，1] 上 歼 曼 可 积 ， 
它们 全 都 是 有 界 的 ， 此 外 ，398 题 中 ( 当 eu 一 0 时 ) 的 函数 还 是 连续 的 ，395 
和 397 题 中 给 出 函数 的 间断 点 所 成 的 集 是 康 托 集 ( 即 测度 为 零 的 集 )，408 题 
中 的 函数 的 间断 点 所 成 的 集 也 是 测度 为 零 的 集 ( 有 理 数 所 成 之 集 ). 

403 题 中 的 函数 在 [0, 1] 上 不 是 黎 曼 可 积 的 : 它 虽然 有 界 ， 但 其 间断 点 
所 成 之 集 (是 半 闭 区 间 (0, 1]) 具 有 正 测度 . 

564， 所 有 这 些 函 数 在 闭 区 间 [0, 1] 上 有 界 可 测 , 因而 勒 伯 格 可 积 ， 计 算 
其 积分 于 下 : 

a) 为 了 计算 395 题 中 函数 的 积分 ， 把 积分 区 域 分 成 不 相交 的 两 个 集 : 
[0, 1]=DUCD, 其 中 忆 是 康 托 集 , 而 CD 是 它 对 整个 闭 区 间 [0, 1] 的 余 集 . 利 
用 勒 他 格 积分 的 可 加 性 , 我 们 得 到 777 


о) | fGOda= (L {Саз ар {Гада 
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在 集 D 上 积分 等 于 零 ( 因 加 D=0), 而 在 CD 上 , 函数 是 常数 , 因此 
(L) | _ f(z)dz=2mCD=2.1=2. 

因而 ， 
(L) | f(z)dz=0+2=2. 


б) 为 了 计算 398 题 ( 当 c ,一 0 时 ) 中 函数 的 积分 ， 把 半分 区 域 分 成 可 数 
个 两 两 不 相交 的 集 : 

[0,1]=DU(a,, Bb) U (a,, В») UU 0 (Cn B... U °... 
其 中 的 万 是 康 托 集 ,而 (aw В) 为 它 的 按 其 长 度 减 小 的 次 庄 编 号 的 邻接 区 间 ， 
即 (cu Bi) 是 长 为 二 的 开 区 间 ; (ca А.) 和 (аз, B) ЖКС Е Б B; 


(Ga, B), ***, (a, p1) 是 长 为 二 的 开 区 间 ， 等 等， 同时 ， 我 门 把 同样 长 的 开 区 
闻 由 左 向 右 编号 ， 利 用 勤 伯 格 积分 的 完全 可 加 性, 得 
аш) | 1(z)dz= А0 | Кава GD | газ. 


因为 mD=0， 第 一 个 积分 为 零 ， 其 余 的 积分 也 容易 算出 ， 在 经 一 开 区 问 
(а», В») ЕРАЗ В "Г, 因此 ， 
а) |" fGyaz= (В) |" f(z)az. 


在 这 种 情况 下 , 黎 曼 积分 等 于 相应 三 角形 的 面积 (参看 图 57 上 函数 的 图 形 ). 


1 
1 61° 
( | f(z)az= 一 7 


С 
(№) | f(z)dz = > 
1 


с: — ! 
(в) ("а 


C -一 


(В) (f(z)dr= 一 .... 


1 1 
Ст" . Cs 5 
(В) 人 f(z)dz= 一 一 (В) |` Jaya = — = 
求 和 便 得 出 : 


(DD) аа овое) 


Ни НОА СС Ө, ОВ КВ), S ВТА АЖ ИА 
格 积分 . 


容易 看 出 , 在 398 题 中 作 出 的 函数 不 仅 当 c,—0 时 勒 但 格 可 积 ， 而 且 当 
4cn 是 无 论 怎样 的 有 界 序列 时 , 它 也 勒 伯 格 可 积 。 在 这 种 情况 下 ， 上 上 面 引 出 
的 计算 积分 的 公式 仍然 有 效 (特别 地 , 对 于 397 题 中 的 沙 数 有 效 )，. 

в) 403 0 НУ ЈС) РЕЖ 一 xz, 因此， 

аә (Кава А | (—z)dz= (В) | (ат 一 村 

г) 408 АУУ РЕН фб) ==0, МИ, 

(L) | fGa)da= (D) | 0.4z=0. 

565. 把 积分 区 战 分 成 两 两 不 相交 的 集 D, 41,，4,,…, 4,, 6, О E: 
ЧЕЖЕ, л, 是 一 切 志 多 邻接 区 间 之 和 《〈 即 长 为 二 的 开 区 间 )， 利 用 勒 们 格 
积分 的 完全 可 加 性 , 得 : 

(L) | fGa)dz= (D | Кага (уб). 

. © . д b= " АЁ 


因为 mD=0, 则 (Z)| f(z)dz=0. 在 每 一 个 其 余 的 集 上 ， 范 数 为 常数 , 因此 
对 于 任意 的 号 码 k, 有 : 


| 1 | 
(Г) | аа тл, = y: .2k | 3 Sr 9.58" 
, 242, 


АЫ ЕЕ PH :Tree Kk -me бык ME Li Eee Le ml ЦИЦА 


Bü x 


| = 1-1 
(L? Ра 2 z = ë 


` 566， 填 题 研 究 过 的 函数 在 闭 区 间 [0，1i] 上 是 黎 曼 司 积 的 ， 这 是 因为 在 
这 个 闭 区 间 上 它 有 界 , 且 其 间断 点 ( 即 集 刀 中 之 点 ) 所 成 之 集 的 测度 为 震 ， 这 
个 函数 的 黎 曼 积分 等 于 前 面 已 算出 的 勒 伯 烙 积分 , 因此 ， 


(В) [Gaya =. 


567. ЕН НО, 11 Lk A 8 2247 ав (EP T ma z=-1 外 ,由 区 
_ О, 1 上 的 其 余 点 都 是 它 的 间断 点 ， 即 是 它 在 一 正 测 度 集 上 间断 ). 因为 它 
有 界 可 测 ， ХАН Е ВИННИ. ГИЯ ДЖИН 积分, 用 与 
АЈА Ф(т) = Ке: 

(D) и f(z)dz= (1) | о(х)аг= (L) |. zd, 
{4% p(z)= 2? 在 [0, 1] EE S n ga, 因此 


| (L) | zidz=(B) | z?d7 一 下， 


$ 


ъ 


最 后 重 得 
x а) | =. 


> 


”568， 函 数 Xs(z) 有 界 可 测 ， 因 而 它 勒 人 格 可 积 ， 为 了 计算 其 积分 ， 把 
Га, b y R IR 4 E Е CEB( 这 里 CE=([a,b)NE), +E 


| Z; (z)dz=] x,(z)de+ | X;(z)de=mE4.0=mBE. 


1569: ж f(z) 不 是 黎 曼 可 积 的 ( 它 在 一 正 测度 集 召 上 间断 ), 但 为 勒 伯 
格 可 积 ， 在 [0, 1] 上 计算 它 的 积分 : 


Р 


ад (ава (万 | f(z)az+ 70) |” (газ. 
в=1 " 


在 集 电 上 函数 等 于 零 ,因此 (了 ) | f(z)4s=0.mE=0, #E(a,, В.) Ей 
曼 可 积 ,因此 


а) |” fGa)de= (В) 人 fo) dz= 9.1, 


故 得 
. 243 > 


(D [Gaya = 5 2 


*=1 


ВУ (8, a) E SRE BE KZ f, 它 等 于 集 0 的 测度 ( 妈 7) 最 后 得 


| п=} 
到 
(D) От 

570， 把 号 分 成 两 个 集 : АЕ J(z)=c P) A Ж, ВВ ОФ 
ffz)<e 的 点 所 成 的 集 ， 于 是 ， 因为 (万 | f(z)dx>>0( 因 被 积 函 数 非 负 ), 有 

ад | f(z)dz= А | fG)da- (D | flz)az2 р | fz)dz. 
ЖА EA f(z)=c, ЖНА, АДИБ a, 因此 得 

(L) \, {худа (І) |, {(2)йх2с:тА=с-0. 


571. %Е00, ъи 函数 几乎 处 处 等 于 z Ка С) ВЕ 


(Г) | f(z)az= (L) | “dz == (| zidr = 二 


572. Н(а» В») 表示 康 托 集 的 邻接 区 间 (这 些 邻接 区 间 按 其 长 度 威 少 
的 次 序 来 排列 ), 于 是 


а) Í fGyaa= а) {аваад [Кам 
» В я 1 „ав 


在 五 上 的 积分 等 于 等 (因为 тр=0). ЖРБ (а, В, ЕК 
曼 积 分 来 计算 (因而 , 它们 中 的 每 一 个 等 于 相应 半圆 的 面积 ): | 


аә (оаа У Итан, 


п =} 

А us атй G =: т: ат 
=s Ё. а= ~ 一 As 一 G 5 = Е $2. МИ 

ва... МТМ 

К еда 245 + + Fš 7 56 


‚244, 


573. ИНГО, 1] YR Bi 4 HCH o, rE > || 之 和 在 第 一 个 


Е Е) ИРЕЙ z°, ЕЖ-ТЕЕЗИТАЯ г, 
: í, , 1 1 ү 35 
\ f(s)ds=| z бе|, х =. 34 а-я 105‘ 


574. ЖЕЛ 
! 11р атра рт 1 
[= Z) Б +] Е s] 28 十 工 | 
以 及 零 测度 集 (0 和 1 两 点 所 成 集 ) 之 和 ， 在 这 些 闭 区 间 的 每 一 个 上 , ВЯ 


ен, 因此 ， 
1. 1 2 
| zaz= | 32242 |0 322424 +] 32" dt 

, $ $ ari 
1 1 | ы 


1 1 ] 1 
-a 
这 个 级 数 绝对 收敛 ， 它 的 和 等 于 0. 10( 精 确 到 0.01) 

( L) | авг" віп rade | сов тхат= 0 
5$76， 函 数 Б.т EE, ЕАК, 这 里 1 表 闲 区 间 [0, 1 的 右边 的 那 
一 半 ; 函数 6:(z) 是 集 Е, ОЧЕН Е, АЕ 了 + ® > 1 | 之 和 ， 
即 2,2, 5. |0 [+ 1 | Все) Я ,的 转 征 函数 ，, 是 如 下 的 КМ 


之 和 : 
„ЗММ 289] 
等 锋 ( 参 看 图 58)， 共 次 , 积 В.С): Ви) ЕЖ Е, ПЕ, ЈЕ 


8,02) № B, ОНЕ. 
容易 看 出 , 所 有 的 集 E, БЕНЯ. ПЖ ПЕ ЕН 


575. 


. Я, 


均 为 也， 因此 , ЧЕЛ, 

| ва): Вт) даете, ПЕ) =— . 

此 外 x с 
° 245 ° 


у у 
| | | 
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| 图 58 x | 
| В (2)]24т= т; = >> 


| 8 (z)dz=mB,= <. 


577. 很 容易 用 上 题 考 察 过 的 函数 РЖЕВ Е e C). gp |(z)= 
26 ,(z)—1, 因此 ， 4 3 =) 时 ， 


аба) pir)dr= | 20 .Ga)— 1]. 1282) 1142= 0. 
类 似 地 得 
| [pAz))dz=1. 


578. важ f(z) 在 闭 区 间 [a, 雪上 可 测 (参看 542 题 )， 此 外 , 根据 条 
件 , 它 也 有 界 , 因而 f(7) 在 闭 区 间 [a, bJ E ЖИА 385 #a. 


579， 从 在 上 处 处 有 了 a7) 之 0 和 当 поо 时 | -f,(z)4z—0, 还 不 能 得 


Hi: 当 n— o ЕТ, 对 于 一 切 、 或 对 于 几乎 一 切 的 z€ E, 有 jzZ) 一 (0， 举 出 
° 246 * 


ЕЙ. | 
首先 注意 ; CE if ËJ H АЖ n, 可 以 而 且 是 唯一 地 开 ЖК п +; (这 里 
4 一 0 1,2, 0<i 二 2 一 1)， 现 在 给 出 函数 序列 {f(z》}， 当 名 二 2 +š P, 
iz 
#1 
fs(z)= № < 


0, 当 它 为 用 区 间 [0, 1] 中 共 余 的 点 . 
显然 有 | 了.(z)dr 一 去 (参看 图 59). 


因为 当 поо 时 ,也 趋 于 无 穷 , 则 有 
1 1 1 me Тр 
| | i ! ! 
| } ' Í i | 
f. (z) і f, (z) h (zy Р.б) 
| | i i | | 
О 172 0 т 172071 175 01727371 7° 
2 2 444 
р г J 站 1 — ! 
| i | 1 | 
| Р. (z) | If (z) | | f, (2) 
| | | | | 
| ! | ! 
01231 0123.1 01231 0T 1 
4 ¿4 | 444 $444 8 


lim | f.(z)dz= 0. 


但 是 , 1f,(z)y EC [0, ПЕ д ЕЖЖа T. 
580， 这 个 结 采 可 以 从 下 面 的 定理 得 出 : В сЕ Ну 


(L) | Кг) 


对 几乎 所 有 的 c€la, 5] 有 导数 ПИН Е с 的 
Е. НҰХ 


| fG)dam=0 


推出 ， 等 式 两 端的 导数 相等 ， 即 几乎 对 于 所 有 的 сЄГа, В] 9 (с) =0 
Ж, x И 
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但 是 不 用 关于 得 伯 格 积分 的 导数 的 定理 ， 也 可 以 证 明 这 点 。、 下 面 进行 
证 明 . | 


设 对 于 任意 的 ecla,0), | f(z)dz=0， 我 们 将 要 证 明 在 任意 的 可 测 集 
BC[a,b] k: f(z) 的 积分 等 于 专 
a) 对 于 任意 的 开 区 闻 (c, В) СТа, ж | f(z)az=0， 事 实 上 ， 


|. 102201 | fGyae— |" fG)az= 0. 


б) 对 于 任意 的 开 集 GCLa, 晶 ], f(z) 在 开 集 G 上 的 积分 于 于 每 。 这 点 由 
下 面 的 事实 推出 : G 是 有 限 或 可 数 个 两 两 不 可 交 的 开 区 间 Z R, EIB) U HE 
明了 在 每 一 个 开 区 闻 上 的 积分 等 于 息 。 

в) 对 于 任意 的 财 集 EC [a, b 18 


| f(z)dz=0. 
如 果 闭 集 五 含有 闭 区 和 间 [a, 妇 的 两 个 端点 , 则 此 闭 集 是 整个 闭 区 间 [q, ПБ: 
个 开 集 GCfa, 5] 之 差 ， 由 此 推出 这 个 结果 (因为 在 闭 区 间 [a, 56] 和 开 集 G 上 
的 积分 均等 于 零 ); 如 果 闭 集 只 含 闭 区 间 [a, 四 I 的 一 个 端点 , 或 者 两 个 都 不 含 ， 
则 把 一 个 或 两 个 点 加 入 五 中 , 并 不 改变 在 此 集 上 的 积分 , 因而 在 此 情况 下 
| | fz)az= 0. 
r) 在 任意 的 P. i M Та AK L. UE M E. F, 型 的 集 ， 
BJ M =, ОР. (ОР, 015, ЖУР, ЕРЕ, 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 下 IC 
P.C... CF, C. (参看 409 题解 的 开头 处 )， 于 是 , 采用 下 面 的 方法 ， 允 可 以 
表 成 两 两 不 相交 的 集 之 和 ; 
M=F,U (ЕДЕ, АР 0-- ОСЕ, NF.) О (1) 
НР, ОЯТ XH и 
l. +1 xF k fG)ds=| +1 f(z)daz 一 | f(zydz=0, 
ЕЖЕ, MM, 上 的 积分 也 等 于 零 . | 
ЖЕН Нус 2 ДЕС, 我 们 得 出 
| fG)dz=0. 
д) 在 任意 的 可 测 集 Ес Га, 雪上 函数 (7) 的 积分 等 于 零 ， 这 个 结论 由 
以 下 推出 ， 对 于 任 一 可 测 集 妃 ， 存 在 这 样 一 个 包含 在 召 中 的 Fo А, 
. 248 • 


m(ENA)=0. + ЕА (Е\А) ж 
Í fr)az=) f(z)az+| fO)ar. 
М ЖАР, SR), #4: HT ENA 是 零 测 
ЕЖ), 因而 | . 
| f(z)az=0. 

现 研 究 满足 不 等 式 f(z) 宇 0 的 所 有 的 点 而 成 的 集 E Ca, b], 它 是 可 测 
№, 因而 | ，X(z)dz 一 0， 但 是 , 当 一 非 负 函数 在 某 集 上 的 职 分 为 零 时 , 则 此 范 
数 在 这 个 集 上 几乎 处 处 等 于 零 ， 因 而 ， 在 集 召 ; 上 几乎 处 处 有 f(z?)=0， 即 
f(z)>0 只 在 一 个 零 测度 集 上 成 立 . 

如 果 研 究 闭 区 间 [a, 8] 上 使 f(z)<0 的 点 所 成 的 集 ,3-, 类 似 地 可 以 证 明 
f(z)<0 只 在 一 个 测度 为 等 的 集 上 成 立 . ; 

因而 ЖЕ (а, 8] 上 几乎 处 处 有 f(z)= 


581， 为 了 计算 函数 J(z)=z>—= 
用 数 1 二 1 去 切 它 (参看 图 60), 得 


分 ， г---- 


1 


t , 3 1<2<1+2, 


[J(z)),= А А 
—— —< 54. 
г 当 1: <252 б 


Я Я ЛИ НЯ: 图 60 


(Q | А) da = j. K +}. ! ЕЕ 


(н) 
为 了 计算 f(z) 的 积分 , Ф 1-55, 求 切断 函数 积分 的 极限 : 
(1) |... К) lim (т) = 
582， 类 似 于 上 题 的 计算 , ЖЗ 
(L) |. ,元 az 一 十 oo 
Ем, ЛЕЙ BI LO, 1] 上 函数 是 不 可 和 的 ， 
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s83， 在 整个 闭 区 疗 [0, ЦЕ, 函数 Коза g(z)= s=. 因而 
| , ат 
2) | раз 9 j. t) gt z)dz = 2 Mr 
由 计算 知道 后 一 积分 等 于 过 因而 
_3 - 
(2 |. J dey 


584. же (2) 等 价 于 函数 了 三 ， 因 而 , О) | Ка 


(0, 


=00{ =. 后 一 积分 容易 算出 来 , 它 等 于 2， 因 此 
CDV Z 


(L) Í. f(r)dz=2. 


585， 如 果 f(z) 在 集 忆 上 有 界 可 测 , 则 在 此 集 上 [f(z)]1* 和 |f(z)| 也 是 


有 界 可 测 ， 因 而 它们 均 可 积 ， 函 数 元 二 可 能 是 无 界 的 , 而 无 界 函 数 可 能 是 


不 可 积 的 ， 例 如 , 函数 f(z)=z? 在 = [0 1] 上 有 界 可 测 , 然而 函数 -5 在 这 
个 闭 区 间 上 无 界 , 且 不 可 积 (参看 582 题 ). 
586， 用 数 г>0 去 切 函 数 f(z), 求 得 
| 0, 当 z€ D, 
rey] 当 СЕ, (1<k=<n), 
t, Ww ЕЛ. 


其 中 E, 是 区 邻接 区 向 之 和 (显然 тр) n 是 数 1 的 整数 部 分 ,而 


M, R п 的 一 切 邻接 区 间 之 和 ( 集 M, 的 测度 等 子 55 ) 
НЯ: 


ле ат = [| Caidz+ >| kdz+| tdz 
s k=) 


emma (ay. 
为 了 计算 f(z) 的 积分 ， 需要 求 当 i 一 十 co 时 ， 切 断 函 数 积分 的 极限 . 
й. ще +оо, п оо, мин, (3) + (5). 因为 当 
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n— —co 时， 后 一 表示 式 的 极限 等 于 零 , 则 当 4— оо BF, t: (5) 一 0， 因 而 
‚реет Гент S ит 2\ 
k: t “o>. QO in( 3 (5) | 


: += 

kal реу уру 

一 - — — k. Í| — ° 

- 3k T > (3) 
K =1 K =1 


用 下 面 的 方法 很 容易 求 出 上 式 后 一 级 数 的 和 ， 用 $9 表示 一 般 级 数 
这 kg! 的 和 : 


Қ =1 


90)= У k.q* "1, 
k =1 . 
这 是 一 个 震级 数 , 因此 ,在 其 收 人 钙 区 间 内 的 任意 闭 区 同上 积分， 特别 地 , 在 
开 区 间 (0,9) 上 (其 中 |q| 过 1) 可 积分 ， 因 此 


. | гаа Ze, ВП \'есааа -— 


现在 , 在 等 式 两 端 求 导 , 便 得 p(g) = 一 上， 因而 


(1—g)? 
和 g)* 
特别 地 
- » -1 1 
в.) = г = 9 
> (3) (1-5) 
最 后 便 得 


1 1 一 2 1 
| fa)as=-+- 5 (2) = 二 .9 一 3 
K=1 
587. ЖЖ, Е, =E(k< f(z)<k+1). Ш Лех 


тв, <|, f(z)dz<(k+1)mBË, (1) 


R, ЯЛЕЖЕННЕЛ ВВ GODR GEA RAN Sp пЕ, № 


h =Q 
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e. 


а) 必要 性 ， 设 级 数 > k.mE, 发散、 对 于 任意 的 自然 数 N, FU A 


k =Q 
等 式 成 立 : уі, у 
J, а | Лаа 之 тв, 
м-1 


因为 也 kmEi( 当 00 н) а 2697, АЧ Асо 时 ,就 有 СУС) аз 


“` 


一 CC， 因而 函数 (т) Е L ЖЖ. 


6) 充分 性 ， 设 级 数 k:mE, Ш, № 4 一 co 时 ， 级 数 的 余 项 


k = 


У `k.mB, 趋 于 零 。 


等 式 


N=-! 


| паеха) Е, +5: 


| Изуах 
k k=0 ` Ék 
是 成 立 的 ， 注 意 到 不 等 式 (1), 得 


N-1 


совка ( U 8,)+ >. (&+1)тЕ.. (2) 
& k =Ü 


.= 
= 


当 N— oo 时 , 不 等 式 右 端 第 一 项 趋 于 零 (因为 wa 人 U Е, )=x. > mk, 
ь =N 


k =N 


h =k k= x 


< `k-mE,, 而 当 N— oo 时 ， У `k.mE,—90). 其 次 , 级 数 > (64-1) тЕ, 
收敛 (因为 ， 级 数 可 分 上 成 两 个 收 化 级 数 ，》 kmB 和 Ў , mE,.). 
k =Q k = 0 


因此 , 不 等 式 (2) 右 端的 表示 式 趋 于 一 有 限 数 >  (k-+1)mE,, ТУ 


Í 5f(z)]wdz 当 N—c 时 有 有 限 极限 (因为 , 当 轧 增加 时 , 它 增 加 ; 而 且 我 们 


已 证 明了 它 又 是 有 界 的 ). 因此 函数 ТЕЖЕ Eu. 
588， 利 用 前 题记 号 容易 证 实 ， 对 于 任意 的 自然 数 k. 等 式 
. 252. 


а о таг ПА и ба а ин нина. --  — -: 


Е, =Е, ОЕ, UE 
у. НИС Је. E, YE; = Ф) 
тЕ, =mE,+mE,,i+mE |3 
特别 地 , Mk=1,2,-: BF, 有 
| mË, = тЕ, +mE,+mEËE,-+- --тЕ, . 


= .. 


тЕ,= mE, +- mE L тЕ + .** 
тЕ, = | тЕ,--тЕ, + *** 
把 这 些 等 式 相 加 并 整理 得 


У mÉ,=mE,+2mE,+3mB,+ БЕ mË, + 
k =! | 
= > k-mË,. 
k =1 


于 是 , 级 数 之 ,mn 六， 的 收 敏 性 等 价 于 级 数 > kmB。 的 收敛 性 ， 而 由 前 题 


k =] 
的 结果 推出 : ЧЕДЖУ (7) 可 和 的 充分 必要 条 件 是 级 数 ` mE, 收敛 ， 


589， 设 Ут) еа, Н supf(z) 一 Minff(z)=m， 用 任意 的 方 
法 把 0g 轴 上 的 闭 区 间 [m, 用 ] 分 成 子 区 间 ， 容 易 看 出 ， 站 应 于 这 个 分 法 的 、 


在 [0, oJ 上 函数 f(z) 的 勒 伯 格 积分 和 等 于 在 | 0, 名 | 上 (kz) 的 勒 伯 格 积分 


和 (在 闭 区 间 [m, 好 ] 的 同一 分 法 下 )， 由 积分 和 的 等 式 挫 出 积分 等 式 ， 因 而 
对 于 任意 有 界 可 测 函 数 f(z), 等 式 В 
(Саг (7а) аз (1) 

成 立 . i 
如 果 了 (Cz) 在 [0，aJ 上 无 界 ， 非 负 ， 则 我 们 先 写 出 切断 函数 -f(z)], 和 
Lf (kz)] 的 等 式 (1), 然后 令 i 一 00 求 极限 . 

如 果 f(z) 是 在 [0,a] 上 无 界 、 变 号 的 函数 ， 则 我 们 先 写 出 函数 Ў Сг) 
f-(7) 的 等 式 (1)， 然 后 从 jj.(7) 的 等 式 忠 ) 中 过 项 减 去 关于 了 (2) 的 等 式 ， 

590， 首 先 注意 , 如 果 对 某 一 个 >0 隐 数 二 cos 二 在 [0, 1] 上 不 可 和 ， 见 


Ф 253 ° 


在 这 个 闭 区 间 上 对 于 任何 其 它 的 >0, 它 也 不 可 和 (由 上 题 结 果 推 出 此 点 )， 
我 们 证 明 -cos 二 是 不 可 和 的 假定 它 可 和 ， 则 函数 二 cos 二 也 就 是 可 


和 的 于 是 函数 二 co8? 二 也 是 可 和 的 Е сое] < ite; | 因 


2 1 


为 C08 一 一 cos 一 一 sin? — ,因而 二 віл? 1 І 
x= z 


还 推出 函数 二 sin? 二 也 是 可 和 的 . Ta 
又 推出 了 它们 和 的 可 和 性 , 即 函数 二 的 可 和 性 , 这 是 不 正确 的 . 

因此 , 假定 函数 一 cos 二 可 和 就 导致 耶 盾 ， 即 表明 函数 二 cos 二 不 可 和 ， 
于 是 对 于 任何 形 如 二 cos 二 的 函数 也 是 不 可 和 的 . 


591. 设 Xs,(T), Xyz ,(2), .., Ак (т) Еж bi, Е», Е, КУРЕ ЕЯ Ў. 
нв Д 


x r=| [А ,(z)+ X; ,(Z)+ X(T) 45 
=| хб) | Z,.a)dz =mBi t+ mB (1) 


现在 指出 , 在 任何 的 一 上 z€[G, b] X, (z)+ X,,(z)-+ р, (2)у29 
(因为 任 一 点 ZELe, b) РАЕН E, 中 的 q 个 , 因此 至 少 有 gg 项 在 点 
z 等 于 1), 因此 


r> у qdz=q(b—a). (2) 


比较 (1), (2) 两 式 , 得 
тЕ, mE,t++mB, >9(b—a). (3) 


假定 对 一 切 让 有 mE;<2 一 号 由 此 就 推出 У mE <q (5 一 a)， 这 与 
= 


ЗА. МИРЕ, 中 的 一 个 , 有 
Í n 


594， 这 个 斯 言 不 正确 ， 例 如 , 设 
f(z)= о, им <z<2 nt 


° 254 * 


О ООО ИВ 


这 里 当 n—eo 时 ,对 于 任意 的 点 ze[0, 1], 思 (2) 一 0, 但 是 | ў.) (对 
于 任意 的 )， 因 此 , часо 时 ,| /.(2)42 КАТЕ, 

但 是 , 我 们 指出 , 如 果 在 题目 的 条 件 中 再 加 上 “一 切 天,(z) 圈 于 同一 数 Cr 
( 即 |f,(7)|<C 对 于 所 有 的 26 和 所 有 的 号 码 # 成 立 )， 则 当 a—co BF, 
| f.Gz)dz—0. 


593. Ж Рг) Га, 8] 上 非 负 且 勒 伯 格 可 和 ， 根 据 条 件 , 点 a 是 函 
数 人 7 ) 的 唯一 间断 点 ， 我 们 证 明 


lim | f(z)dz=| f(z)dr, (1) 
这 里 等 式 右 端的 积分 是 勒 伯 格 积分 ， 为 了 证 明 此 点 , 我 们 研究 关 
| f(z)az— | (газ о. (2) 


我 们 将 证 明 , 当 t 充分 接近 a 时 , 差 的 绝对 值 可 以 任意 地 小 ， 设 se>0 是 任意 
EB. № 是 使 | Сга | [f(z)]vdz<- 成 立 的 数 ， 用 下 面 的 方法 变换 
3 (2): 

аа (Саз |= | Са] 


= (fGy—(fGDlode+ | (Gaz), 0) 


在 等 式 右 端的 每 一 个 积分 号 下 , 被 积 函 数 非 负 . 因此 可 去 掉 绝 对 值 号 . 现在 
分 别 估计 每 一 个 积分 : 


| оа) 00а (СС) САС Ids 

= (айа (СС) наа, 
| С) аас ао). 

Е, N(t—a) <. 


于 是 , 根据 等 式 (3), 对 于 满足 条 件 (4) 的 所 有 t, 有 
255 。 


||. аз |. fG)az|<e 


成 立 ， 由 此 推出 lim | f(z)dz 一 | 了 (z)dz， 因 而 对 于 非 负 可 和 函数 ， 林 
反常 积分 等 于 勒 伯 格 积分 . 
如 果 可 和 函数 (2) 在 [a, 妇 上 到 不 同 符号 的 函数 值 , 且 在 [a, 5] 上 (除了 
点 a 外) 处 处 连续 ， 则 我 们 将 其 表 成 以 下 的 形式 
Рб) = f. (а) р (z). 
两 个 函数 (2) 和 下 -(z) 在 半 闭 区 同 (a, 0] 上 非 负 连续， 因此 


(DD) | fonds=(D | f.(a)da— (I | 天 (dz 
= üm | f.G)dz — lim | f-(a)da=1im| f(z)dz. 
于 是 ， 对 于 任意 (其中 包括 变 号 的 ) 可 和 的 数 所 7)， 且 除了 点 外， 在 
[а, 5] 上 处 处 连续 , 其 柯 西 反常 积分 与 勤 伯 格 积分 相等 


594. НЫ, 5) 上, 由 函数 F(z) 的 柯 西 反常 积分 的 存在 ， 还 不 能 推 
出 这 个 函数 在 [fo Еж. 下面 就 是 一 例 ， 设 


f(zy)= J cos 一 ， z€ (0, 1], 
0 


, 2 = 0. 


这 个 图 数 在 [0, 1] 上 柯 西 可 积 ， 事实 上 : 


I 1 ` ` “I | 
(С) | воз 42 = tim | las dr= lm | 246052 一 五 js 
$ ДА" г & L š . 


š 
0-1 
$ 


сов 2 ге соѕ 
= Jim | —dz=| —¿dz. 
¿=b 0 1 < « 1 & 


而 反常 积分 [全 50s2qz 在 分 析 中 已 经 知道 它 是 存在 的 . 


至 于 说 到 在 区 洞 L0， 1] 上 函数 二 cos 一 的 勒 伯 格 积分 ， 从 590 题 的 解 中 知 
道 , 它 是 不 存在 的 . 
595. ДАЖ Oz) 1 E ЕН, ЕЖ а 
与 负 部 : 
= А). = УО), 


也 是 可 和 的 ， 
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W f.(z)20, —J-(z)<c0, f(z)= f (z)—Í- (z), 则 对 于 任意 #20, А 
[2 和 5 一 [四 (2 生生 [一 全 (2)]4， 
是 正确 的 ， 由 此 得 
ИОНЫ КОИ КОС 
当 t—oo 时 , 等 式 右边 的 积分 趋 于 相应 的 惑 伯 格 积分 ( 因 关 函 数 [7,(z)]4., 是 
用 数 t 切取 的 , 非 负 函数 了 (zx) 的 切断 函数 , 而 函数 [一 f-(7)]!， 有 类 似 的 意 
义 )， 于 是 


lim| Ef) „ата | [225dz-Hlim| [—f-(z)11 ,dz 


- 


=| f.G)az+| [—f-(z2)14z=[ СРС) 7004 |, Кая. 
因而 , 函数 f(z) 为 @- 可 积 , 且 它 的 @- 积 分 等 于 勒 伯 格 积分 . 

596. вй fz) 一 一 就 可 以 作为 例子 ， 在 (一 1,1) 上 它 是 8- 可 积 的 , B. 
它 的 8- 积 分 等 于 零 , 但 这 个 函数 不 是 勒 伯 格 可 和 的 . 

597， 这 个 结论 从 包含 在 612 题 中 的 更 一 般 的 命题 推出 ， 

598， 对 于 任意 的 t2>0, 在 闭 区 间 [ —a, o] 上 给 出 的 任何 奇 函数 f(z), 等 
|е UG: ,dz 一 0 成立， 因此, М 1 一 十 co 时 ， 等 式 两 端的 极限 DR S, 
由 此 推出 , 在 闭 区 间 [ 一 9, а) 上 函数 (7) 的 9- 积分 存在 有 等于零 

599， 不 正确 ， 例 如 函数 f(7) 一 一 在 一 [一 1,1] 上 -可 积 ,但 在 也, 一 
(0, 1] ЕЗЕ @- 可 积 ， 如 果 它 在 (0, 1] 上 Q- 可 积 , 则 由 共和 企 此 集 上 的 非 负 性 ， 
它 也 是 勒 伯 格 可 和 (参看 597 题 )， 如 我 们 所 知 , 这 是 不 正确 的 . 

600， 这 个 命题 正确 ， 当 c 一 0 时 , 显然 正确 ， 当 c>0 时 , 我 们 来 验证 它 
(至 于 6<0 BF, 可 类 似 验证 )， 

设 f(z) 是 在 至 上 可 测 ， 且 8- 可 积 的 ， 我 们 证 明 函 数 cf(z) 在 上 也 是 
@- 可 积 的 ， 容 易 验 证 , 对 任意 ГО 和 任意 的 z€E, 等 式 


[е1(5)1 : е0), 
是 成 立 有 的 ， 由 此 得 


| [cef(z)]! ,dz= |. ГК) dz, 


ғ 
- 
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фо, 在 这 个 等 式 两 端 求 极限 , 我 们 得 到 
(OF cf(z)dz= с. 00) „а )ат. 
601. ЖАА, FB 82). ix 
- = М 一 1<x<0， 


fJae)= < 
二 当 0< 2 入]1， 


0 ， 在 闭 区 间 [ 一 2 3] 的 其 余 点 上 。 
= 5 当 —1<7<0, 


лет 当 12060, 


у 
0 ”， 在 闭 区 间 [ 一 1, 2] 的 其 余 点 上 ， 
函数 f(z) 和 gCz) 在 闭 区 间 [ 一 1 2] 上 的 8- 积 分 都 存在 , 且 均 为 零 ， 但 是 ,这 
些 函 数 之 和 , 即 函数 


- ， 当 —1<2<0, 
x 
f(z)+9(7)= ў 9 0а, 
(2 = 当 1<2<2. 
的 @- 积分 不 存在 为 了 证 实 和 的 @- 积 分 不 存在 , ПИЯ), 
的 积分 : | | 
2 Ут 0 
онова] (а) а с-да 
1 t 1 1+ л 1 
+| и айг). “| =e 


тау), 
ще +оо, КАТЯ. М, гоо, |" [了 Cz) 二 
g(z)]t1dz 没有 有 限 极限 ， 即 是 函数 f(z) 二 9(z) 在 闭 区 间 [ 一 1, 2] 上 非 8- 
可 积 | 
602， 这 个 命题 也 不 正确 ， 用 例 来 指出 这 点 ， 设 
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1 

= —1= z< 
aN 当 — 1<z<0 和 0 < zr<1, 

0， ЖБ —1,2]8J 35 2 BU ra, 


1 当 16200), 
r 


; 


| 1600—71 . ш |<z<2, 


0， 在 闲 区 间 [ 一 1, 了] 的 其 余 的 点 
那 末 ， (@) | fGoda=0, (Q) | sG)dz=0, 


(Q) |° Lf(z)+g(z)1da = 2102 


(这 里 计算 后 一 积分 的 方法 , 是 类 似 于 上 一 题 中 积分 之 计 税法 )， 于 是 在 闭 区 
间 [ 一 1 3] 上 函数 f(z).9(z) 和 f(z) 十 9(z) 中 的 每 一 个 都 是 @- 可 积 的 ， 但 是 
函数 和 的 @- 积 分 并 不 等 于 每 项 @- 积分 之 和 ， 

603， 设 f(z) 是 在 集 刀 上 勒 伯 格 可 和 的 函数 ， 于 是 :…(z) 和 了 -(z) 也 是 
可 和 的 ， 因 为 f.(z)>0,—-f-(z)<0, R fG)=f,(z)+ -{-(2)), ЖЕ 
任意 的 t—0, 等 式 

Аве, ГУ Св) 08, БГ), 
是 正确 的 ， 由 此 | 
| Сау) da = | (fa ба | 1-7. аа, 


函数 f(z) 和 了 (Zz) 都 是 非 负 的 , 因此 
(P.G) = [fC7)] ss, 
Г (2), = ГР а), = щи. 
因而 ， 
lim| (7029286, az=lim| СА. (097, Фа lim| Tf-G2)1 dz 


=| f.(z2)4s—| f-(z)dz= (D | fG)dz. 
我 们 已 经 知道 , 如 果 fz) 勒 伯 格 可 和 , 那 末 , 函数 J.(2)f f- (z) 也 是 可 
和 的 ， | 
于 是 证 明了 , 当 гоо 时 ,积分 | [f(z)]44,dz 的 极限 存在 , B Ë Ë tk 
ВТ a> 0, 又 不 依赖 于 50， 这 就 表示 函数 及 7) 为 4- 可 积 ， 且 它 的 4- 积 
分 等 于 勒 伯 格 积分 . 
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604，、 我 们 认为 b>a(b<a 的 情形 是 相似 的 ). 
НЕХ Е(РСтурав Е, ВЖЕ) 一 [f(z)181 才 异 于 零 , 有 在 这 
个 集 的 每 一 点 上 , 它 满足 不 等 式 : 
о 7С) 10 762) dt -at. (1) 
此 外 ， 在 集 五 (f(z)>bt) (图 61 上 简略 地 表示 了 这 个 集 ) 的 了 所 有 点 上 它 等 于 
bt 一 at， 所 以 我 们 可 以 合计 这 个 积分 的 上 下 办 ， 


bt Е -一 一 十 


gt 


— = w > w si sm m — Чым 


Z Ва) >bt) 


0 ыы " ч — 5 
E(ÍI(z)>at) 
| Е 


y= f (z) 
一 一 一 у= [Lf(z)j9 


一 一 一 z=[f(z)1 


—— у= [fay ~ [fay 
图 61 
a) 估计 上 界 ， 由 不 党 式 (1) 推 出 
о<| (Из): СРС) ) dz= 
< (b—a)t-mE(f(z)>at). 
6) ТЕ. 由 函数 在 集 E(f(z)2>bt) EE WH, 且 处 处 等 于 (8 一 GD) 让 
而 在 集 忆 其 余 的 点 上 又 非 负 推出 
|саат ва | (fal 00200 dz 


R(Í(z)>bt) 
=(b—a)t-mE(J(z25>bt)>0. 
现在 , 我 们 假定 当 ! 一 十 ee Еу, #'mE(f(z)>1)—0. В, 3 二 十 ce 
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(ГРС) ~ [fre dx 


| ) >a1) 


时 ， 
x x (b—a)t:mB(f(z)>at) =” аі mE (f(z) sat) —0. 
在 这 种 情况 下 , 由 a) 中 证 明了 的 不 等 式 推出 
lim| (If(z7 半 一 CCz184)dz=0， 
如 果 我 们 假定 当 # 一 十 co 时 ，| (ОЛСА 一 [f(z 002—0, АЖ 
6) 中 已 证 明了 的 不 等 式 , УВЕ: 


Таласи пЕ(}(т)> 6) = 0, 
а д. b 


lmt mE(f(r) t) = 0. 
于 是 两 个 论断 的 等 价 性 被 证 明了 . 

605、 充 分 性 ， 设 (@) |  fGa)dz ЖЕЛЕ, В. 419-96 тС 
一 0， 我 们 证 明 РС) 4- 可 积 的 。 为 此 , 对 于 任意 的 220, 6220, #119197 
ЈС) А 的 积分 : 

| СС), da = | [zs dnt | {TFC СРС) 8: Y dz. (1) 
当 t— + оо 时 ， 等 式 (1) 右边 第 一 项 具有 有 限 的 极限 (由 于 Q- 积分 的 存在 
性 ); 当 一 十 co 时 ， 第 二 项 趋 于 零 ( 由 于 前 一 题 的 结 妇 )， 因 此 当 ! 一 十 ce 
时 , 积分 | [f(z 为 4855az 的 极限 存在 , 且 此 极限 既 与 4 638, 又 УЬ 3636. BH 
f(z) 是 4- 可 积 的 ， 

必要 性 ， 设 函数 有 (z) 是 4- 可 积 的 ， 于 是 , 显然 地 它 也 是 @- 可 积 的 ,而 
且 它 的 4- 积分 与 @- УЖ. ЭТИ оо, t-mE(f(z)y>t) 
一 0， 我 们 再 次 利用 等 式 (1)， 在 这 个 等 式 中 令 上 趋 于 无 窗 ， 并 著 虑 到 


| EFCz)]354dz 和 | ГАЗа ве, 由 于 函数 jz) 的 4- 可 积 性 ,它们 是 趋 于 
闻 一 极限 ， 便 得 到 
lim| (0762) РСЕ аг 0. 
由 此 推出 limit -mE(f(z)>>1) =0 (3 604 B. 
606， 要 作出 一 个 在 某 集 上 4- 可 积 , 但 在 此 集 上 非 勒 伯 格 可 和 的 函数 ， 
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先 考 虑 在 射线 1 二 y 二 十 oo 上 给 出 的 函数 ri 在 这 个 射线 上 它 连 


续 、 且 严格 碱 ， 因 此 它 有 肥 函 数 , 用 y=p(7) 表 示 它 ， 显 然 , у p(z) Е 
БЕН] 0-<z<< 十 c2 上 有 定义 .连续 呈 严 格 减 (参看 图 62). 


图 62 图 63 
现在 我 们 把 由 下 面 等 式 : 
; 0 1)E, 
(= 和， 在 (0, 1) 上 
一 (一 2), 在 (一 }， 0) Е, 


(参看 图 63) 确定 的 函数 f(z) 取 作 所 求 的 函数 . 我 们 要 证 明 这 个 函数 在 (一 1 
1) 上 4- 可 积 ， 事 实 上 , 这 个 函数 的 8- 积分 存在 (因为 在 (一 1 蕊 上 它 为 奇 国 


数 )， 此 外 ， 对 任意 的 1 之 2, 有 mB(f(z)>!) =+ 成 立 ， 因 而 lim 4: mË 


(f(z)>t) =0. 根据 前 题 结果 , 由 此 得 出 在 (一 1 1) 上 f(z) 是 4- 可 积 的 
现在 ， 我 们 证 明 这 个 函数 在 (一 1, 1) 上 不 是 勒 伯 格 可 和 的 ， 用 EB 表示 


区 间 (0,1) 上 使 了 (z) 之 的 那些 点 而 成 的 集 ， 显 然 , mË, 1, mÉ, = р 


k 之 2)， 级 数 S TmB,=1+ 5 1: ХВ. Ер (0，1) 上 的 非 负 


t=1 . k = 2 
函数 f(z) 不 是 勒 伯 格 可 和 的 (参看 在 588 题 中 引出 的 非 负 函 数 可 和 的 判别 
法 则 )、 类 似 地 验证 了 (5) 在 (一 1,0) 上 也 不 可 和 ， 了 于 是 送 个 函数 在 整个 区 间 
《一 1, 1) 上 也 是 不 可 积 的 ， 
607， 作 为 612 题 结果 的 一 个 特别 情形 便 推出 这 个 命题 ， 
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608. ШЕЖЕ Е А-Я, МЕЩЕЖЕ Ел Q- Ч, ЖЕ. 
这 函数 的 两 种 积分 相等 ， 
如 果 在 五 上 函数 9- 可 积 ， 则 在 这 个 集 上 它 定 是 .4- 可 积 的 .例如 ， 


函数 y= 二 在 (一 1, D 上 Q- 可 积 ,但 是 , 在 这 个 区 间 上 它 并 不 是 4- 可 积 的 ， 


609， 这 个 命题 正确 ， 我 们 证 明 它 ， 设 ce>0; РХ Ë É BJ a> 0. 
b>0, #20, 有 下 面 的 等 式 . 
Гер) ога), з 


| 
2, 
е 


|, jz) dz = с|, а“. 4х. (1) 
如 果 с<0, 则 
[оў = [fGzy15,, 
| [of (2)] ?sdr= te (2) 
在 等 式 (1), (2) 中 求 极限 , 得 x 


lim| Lef(z)1?4 тыс. (A) | f(z)az. 


于 是 , 当 1—° 时 ,积分 | Ге): аа 的 极限 存在 . 且 它 既 与 a>0 天 
关 , Хы >03. М cf(7) 为 4- 可 积 , НЕЮ 4- 积分 按照 下 面 的 公 
式 计 算 : | Е | 
(А) | с. fozydz=e.(4) | f(z)az. 
在 c= 0 №}, 证 明了 这 个 等 式 ， 当 c 二 0 时 , 它 是 十 分 显然 的 . 
_ ”610， 如 果 两 个 函数 (7) 和 9(7) 在 加 上 是 4- 可 积 的 ， 则 它们 的 和 在 瑟 
上 也 是 4- 可 积 的 , 而且 有 下 面 的 等 式 成 立 : 
CA) САС) 902000 (A) | fGa)4z+ (A) | 9(тдаг. 0) 
为 了 证 明 此 事 , 我 们 须 先 证 明 : 对 于 任意 的 a>0,b>0,1>0, Е Е БА 
有 不 等 式 
[f(2)]25 + [9(2)] 15,3179 (2), <[LJ(2))*; + 1(9(2)]-а: 
(2) 
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Му. ЖЕ 
a=min( Z. b) B= тах (а, 2b), > =піп(а, >) д=тах(2а, Б). 


为 了 验证 不 等 式 (2)， 把 集 Е 分 成 六 个 集 Е,, E,, 五 3， Е. Ез, Е, 在 这 些 集 
пар Е, Иа РС), от) т Сг) набз) ЖИ Е ЗС. А, = 
ЕСр20, 9220, +920); Е. =Е(} 220, 9<0, 9220) 9), Жа, УТ 


一 个 吾 逐个 验证 : 当 z€E, 时 , 不 等 式 (2) 成 立 @. 
证 明了 不 等 式 (2) 之 后 , ЧЕ Е ЕЖУ: 


| fa); "4 dz + | 1602) |25 б<), [f(z)+g(z)]:! dz 


> 


<| Геи нае-+ | Гб) а. 


这 个 不 等 式 的 前 后 两 端 趋 于 (4) | f(z)dz+(4) | g(z)dz. 因而 这 个 不 


等 式 中 间 的 项 也 趋 于 同一 极限 ， 因 为 这 个 极限 对 于 任何 的 ae>>0 和 8>0 都 
存在 , 而 且 与 a #16 都 无 关 , Иа f(z)--g(zr)E 4- 可 积 的 , E. 


(A)| fG)+g2(z)da= (A) | f(z)da+ (A) | g(z)az. 


611， 这 个 论断 不 正确 ， 在 解 606 题 时 所 作 的 函数 f(z) 就 可 作为 一 例 . 
它 在 (一 1,1) 上 为 4- 可 积 , 但 在 (0,1) 上 并 不 4- 可 积 . 

612. 设 f(z)2>0 是 非 负 可 测 乓 数 ， 但 在 集 至 上 并 不 勒 伯 格 可 和 ， 我们 
ШЕЖЕ ESL 了 -积分 ， 它 仍 是 不 可 积 的 ， 由 于 多 -积分 的 条 件 a), 这 个 
函数 的 切断 函数 是 T- 可 积 的 , 并 且 对 于 任意 的 n>0, 有 等 式 


СТ) | [f(z2))qa= (D | [FCz)]sdz 


Q ДАН, 应 注意 以 下 几 点 : 

a) 如 果 wCx) 和 v(z) 是 非 负 函数 、 则 [u(xz)1:。 S&A РНК b 2 UK 3 (r) WA 
的 切断 函数 ,对 于 Lv(z)J2。, 情形 是 类 似 的 ,而 对 于 非 负 函 数 的 切断 沙 数 而 言 , 不 等 式 

Ид) Соса) 1 ие) оба) Ја аба) lt Lv(z) 1 

成 并， | 

6) ЖЖ чх) ЕЖОВ) ER B. 则 — Сие) = Сг) 18; 

в) 如 果 和 0.0 之 5 ИН и(х) 1, «Сабк 1, 

对 于 任意 的 正 数 a b. с, d (К сза, а а), 6). в ЈЕ. 这 些 关 系 式 
的 详细 证 明 , 以 及 由 它们 推出 的 不 等 式 (2) 的 证 明 , 让 读者 去 完成 ， 
‹ 264 + 


Ж З. 
如 采 说 函数 f(r fE FE EA Т- 可 积 的 , 则 因 f(z)=[f(z)),, нА (Е 6) 
就 推出 


(n) | fG)4z> СТ) | [f(z)),az= (D (ГСУ, (1) 
但 是 , 当 ? 充 分 地 大 ，( 刀 | [f(z)jsdz 可 以 大 于 任意 的 正 数 ( 由 于 函数 (7) 


的 不 可 和 性 ) . mi, G| f(z)dx 超过 任何 的 正 数 ( 参 看 (1) 式 ), 这 就 表示 ， 
这 个 积分 不 可 能 等 于 任何 的 有 限 数 . 

这 样 一 来 , 如 果 非 负 可 测 函 数 f(z) 在 有 限 测度 的 集 五 上 不 可 和 ， 则 在 万 
上 它 也 不 是 人 -可 积 的 ， 因 而 , 如 果 它 在 召 上 -可 积 ， 则 它 在 这 个 集 上 勒 由 
格 可 和 总 而 言 之 ， 在 非 负 可 测 函 数 类 中 (给 定 在 具有 有 限 测 度 的 集 瑟 上 的 )， 
2- 积 ， 分 不 比 勤 伯 格 积分 更 广泛 . 

因为 4- 积 分 和 @- 积分 是 T- 积分 的 特别 情形 , 于 是 , 对 于 它们 而 言 , 类 
似 的 命题 (参看 上 面 的 597 和 607 题 ) 是 正确 的 ， 

613—634 题 ,建议 读者 独立 地 证 明 包含 在 这 些 题 中 的 诸 命 题 
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š | АФВ 12| TO) 56 
€. Š i 4 1. Ги A) 56 
Й А= В luu OJa) — 59 
C | | sue a 
А=В 1 РИИ 1 ozhxzo) 60 
AUB 1 -XK 12 7 60 
= ^^“ Xas(Z) 62 
4, 1 А=е 12 , 
АПВ 1 да 12 VJ 30 
A 2 252 12 Е((т)>а), 91 
А\В 2 pG.) 17| Е@<Кт)Зь), --- 
AAB. 2 H, 17 (в | | go 
AXB 2 H, 1 га Е 
lim 4， 2 С, Са] 17 DD) 93 
lim4, noon 19 Г. (2). {-(#) 95 
СЕ 3 V(xo), Ve(xo) 22 
С.Е 3 borne Е 23 (С) \, 102 
(а, b) ° Е ë 00| 103 
Га, b] 6 Е 23 - Ë 
[a, b) 6 D 24 (4) |, 104 
(a, b. у с" w f(a+0), f(a—0) 217 
(а, 十 ce), Га, +оо) 6 É и 
(799,5). 5,818 nlz,4) 25 
ИК i p(A, В) 25 
Ë Чат 33 
ШЕЕ 7 К-Ж 48 
inff(z) 7 в 49 
A— В 11 mk 49 
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; Yun a НАЗ 1: HE; с Пи ЛИНЬ, а НЫ — РИ —a] Eh Рае" EE `—— =m - s wm ss 


pb 


= 7] 
一 一 对 J Взаимна однозначное соответствие 


一 致 连续 函数 Равномерно-непрерывиая функция 
—ЗОЕВЕ№Я] Равномерно-непрерывное отображение 


国 


几乎 处 处 Почти всюду 
=< = 


т Подмножество 
子 序列 Подпоследовательность 
小 数 
р іў р-ичные дроби 
一 进位 从  Двоичные дроби 
三 进位 人 Троичные дроби 
十 进位 Десятичные дроби 
КЕЙ Бесконечные дроби 


DZ 18] Отрезок 

无 限 集 Бесконечное множество 
СЯН Нигде не плотные множества 
不 可 数 集 Несчетное множество 

У Неэквивалентные множества 


开 集 Открытые множества 


Б.ў Обратная функция 


10 
61 
7 З 


85,91 


о о о O м 
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п Bi 
ЗЕ Симметричная разность множеств 
т Двойственности закон 
2 в) Полусегмент 
НЕЮ Плоские множества 
рв Счетные множества 
ПОИ) Ж Измеримые (по Лебегу) множества 
Я ЖЕ Спрямляемая дуга 
ЗГЕ 7 Измеримые функции 
КУР K Всюду плотное множество 
皮 亚 诺 曲 线 Пеано кривая 
Жи Векторная функция 


[3% Выпуклое множество 


局 


Ji: Объединение множеств 
5 № Пересечение множеств 
ых Bj Сегмент 
Я Замкнутые множества 
ж 9 Ж Ограниченное множество 
Ж БАЛЕ Непрерывные функции на замкнутом 
ограниченном множестве 
ЖЖ Ограниченной вариации функция 
ЋЕ Д Конечная дробь 
有 限 集 Конечное множество 
Е Прсизводное множество 
导数 Производная 
15, ә правая, левая 
2% Точная производная 
收敛 序列 Сходящаяся последовательность 
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25 
74, 75, 82 
106 


108 . 


级 数 的 部 分 和 Частичная сумма ряда 40 


达 布 性 质 Дарбу свойство 64 
达 布 和 Дарбу суммы 92 
七 а 
连续 热 Мощность континуума 12 
连续 统 Континуум 12 


ШУ Рим Непрерывная функция, определение по Коши 58 
Жр Гб Непрерывная функция, определение по Гейне 59 


ПАИ F fJ > > > по Бэру 60 
ЗЕ Непрерывное отображение 73 
Б Окрестность i 22 
55 f Совершенное множестпо | 23 
с Aç рза (ЕК) >》 > ето мощность (E евклидовом 

| пространстве) 34 

完备 空间 Полное пространство 33 
序列 的 极限 Предел последовательности 33 
体 测度 Объемная мера 50 
НИ Разрыва точки 60 
严格 单调 函数 Строго монотонные функции 80 
ЕФ 060 Липшица условие 81 

л а 

я Сумма множеств 1 
= Пустое множество 1 
24|] Пространство 3, 17 
空间 的 集 Пространственные множества 7 
线段 Отрезок 7 
线 测 度 Линейная мера 49 
АЖ Функция 56 
~) Е Верхняя грань функции ИНИН 7 


== 一 一 一 一 一 一 


^— В КВ Нижняя грань функции 
~ 的 值 集 Множество значений функции 
一 的 定义 集 Множество определения функции x 
~ УЕ Область значений функции 
~ Е У Область определения функции 
和 ~ 在 集 上 的 振幅 Колебание функции на множестве 
~ 在 点 的 振幅 ”Kons6anne функции в точке 
~ 的 变 差 Вариация функции 
~ Ну 2:25 25 Полная вариация функции 
单调 全 Монотонная функция 
— BJ x Эквивалентные функции 
~ А) № Скачок функции 
— ВУ, А5 > > правый, левый 
欧 氏 空间 
Е: PR Координаты точки в езклидовом пространстве 
n-3E—  Евклидово п-мерное пространство 
波 尔 察 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 定理 Больцано-Вейерштрасса тгорема 
波 氏 集 Борелевские множества. | | 
波 氏 族 Борелевское семейство множеств 
直线 上 的 闭 集 的 邻接 区 间 Смежные интервалы замкнутого 
множества на прямой | 
直线 上 的 开 集 的 构成 区 间 Составляющие интервалы открытого 
множества на прямой 
直线 上 的 开 集 与 闲 集 的 构造 Строение открытых и замкнутых 
множеств на прямой 
非 联 络 集 Несвязное множество | 
К ЧН Жордана кривая 
弧 的 可 度 长 准则 Спрямляемости дуги критерии 


л ы 
э: Разность множеств 
АЛК Звездная область 
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RE ЕЕ .. 


10 


—.-... 


度量 空间 
点 与 点 之 间 的 距离 ”PaccTronHHe между точками 

点 与 集 之 间 的 距离 > ?> точкой н множеством 

НГ Н-№ В ЖЕ А Коши-Буняковского неравенство 
F| pq СК ИЕ] Коши критерий сходимости 

相似 集  Подобныемножества_ 

ШИ Плоская мерз 

ВА} Отображение 

а 


Метрическое пространство 


Стереографическая проекция 


+ 


ЕТ Собственное подмножество . 


Bl 


MH Общая часть множеств 

射线 Луч 

盗 因 - 波 雷 耳 定理 

致密 的 Компакт 

积分 Интервал 
—# Область интегрирования 
А-— 


Гейне-Бореля теорема 


А-интеграл 


+ 一 = 
康 托 - 白 思 斯 坦 定 理 Кантора-Бернштейна теорема 
ВЕЕ-ЖЖ АЕ Кантора-Бендиксона теорема 
ВЕЗЕРАЖ Функция Кантора 
康 托 定理 Кантора теорема 
ВЕЗЕТ Канторова гребенка 
ВА  Канторово совершенное множество x 
康 托 完备 集 的 第 上 秩 邻 接 区 间 > > > 

к-го ранга 
康 托 完备 集 的 第 上 秩 闭 区 间 > > > 


基本 序列 Фундаментальная последовательность 


17 
17 
25 
17 126 
33 


45 . 


смежные интервалы 


84 


сегменты К-го ранга 138 


53 
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1227 Лебега интеграл 93, 94 
勒 们 格 积分 ,存在 条 件 Лебега интеграл, условия существевания 93 
勒 伯 格 积分 的 《完全 可 加 性 > Полная аддитивность интеграла Лебега 93, 95 


НМ Суммы Лебега 93 
+ = ш 
Ж 35 Включение множеств 1 
集 的 相等 Равенство множеств 1 
Ж уус Элемент множества 1 
集 的 乘积 Произведение множеств 2 
集 序 列 之 上 极限 Верхний предел последовательности множеств 3 
集 序 列 之 下 极限 Нижний предел последовательности мно; ‹есїв 3 
ЖЖ Дополнение к множеству 3 
173% Мощность множества ОИ 
213 Эквивалентность множеств ` 11 
集 的 可 分 离 性 — Отделимость множеств 25 
集 的 直径 ”JaMerp множества 32 
Ж 00 Я #7 Граничные точки множества ` ` | | 22 
党 的 弧 立 点 Изолированные точки множества | 29 
集 的 极限 点 Предельные точки множества 22 
#1329 Граница множества 23 
83] Замыкание множества 23 
集 的 接触 点 Прикосновения точки множеатва 23 
集 的 内 点 Внутренние точки множества 24 
Е НУР Внутречность множества 25 
ЖЖ НИ № Расстояние между множествами 25 
ЖИ Покрытие множества 34 
в К-Ж К-семейство множеств 48 
集 的 勒 伯 格 测度 Мера множества по Лебегу 49 
Ж РАВНЕ Косоугольная проекция множества | 74 
НУ Образ множества 56 
集 的 原 像 Прообраз множества f _ и 56 
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集 的 特征 销 数 Характеристическая функция множества 
НУВ Непрерывный образ множества 
集 的 射影 Проекция множества 


集 的 算术 和 Арифметическая сумма множествжзнии гепрерывной 


функции 
#8 Гиперконтинуум 
ДХ  Связное множество 
ВЫ ЕСН У Серпинского «ковер» 
ІК СЕ рУ Серпинского «кладбище» 
Jal L E 25 АЈА RY FPP И Е ВЕ Вейерштрасса теоремы o 


приближении непр:рывной 


функции 
十 = m 


数 集 Числовые множества 

ЕЈ EF Верхняя граница числового множества 
数 集 的 上 确 界 Верхняя грань числового множества 
НУ гм Нижняя граница числовоо множества 


ЖИ) РЕЯ Нижняя грань числового множества 


ЖИВ Е Предельное множество числовой последовательности 40 


997 Плотные множества 


零 - 集 Нуль-множество 


Ем 
9 5 91/5 Римана интеграл 
歼 曼 积分 , 存在 条 件 » 5, условия существования 


T 六 Ei 


ЖЕЗ 5 Конденсации точки 


ме Úi GR ikki T kum Ta ы ,inhi ВЕС ВБИ: ЗЕ Ио р PF ии и штиль. rn u=" 


92 
92 
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